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Notations

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :
. N={0,1,2,---} : ensemble des nombres entiers naturels.
. N*={1,2,---} : ensemble des nombres entiers naturels non nuls.
. R : ensemble des nombres réels.

1

2

3

4. C : ensemble des nombres complexes.

5. I'(z) désigne la fonction Gamma d’Euler.
6

. B(p, q) désigne la fonction Béta d’Euler.



Préface

Cet ouvrage intitulé ”Cours d’Analyse 3 avec Exercices Corrigés” est destiné aux étudiants
de deuxieme année universitaire des classes préparatoires en sciences économiques, commerciales
et sciences de gestion. Il couvre en deux chapitres le programme pédagogique de la troisieme
semestre des classes préparatoires en analyse mathématiques. Il donne aux étudiants les outils
nécessaires concernant les convergences des séries numériques et des intégrales impropres. Ala
fin de chaque chapitre se trouve une sélection d’exercices types avec corrigés, rédigés de maniere
détaillée pour permettre a I’étudiant de se familiariser avec les nouvelles notions et de controler

I’assimilation correcte des points essentiels.

Le niveau mathématique requis est celui de la premiere année préparatoire : limites, conti-
nuité, dérivabilité, développements limités, suites réelles et complexes, intégrales, fonctions

spéciales.

On introduit dans le premier chapitre, le concept de série numérique. Cette notion permet
I’étude du phénomene de sommation infini discrete, permet également la définition de nouvelles
fonctions, I'objectif de ce chapitre est de savoir étudier la nature d’une série numérique, et ef-

fectuer un calcul de somme.

Le deuxieme chapitre est consacré aux intégrales impropres (généralisées). Plus précisément,
nous présentons une généralisation de la définition de I'intégrale des fonctions pas nécessairement
continue sur intervalles non compacts. En conclusion de ce chapitre, nous présentons quelques

fonctions définies par une intégrale impropre.



Chapitre

Séries numeériques

Le procédé qui consiste a additionner infiniment de quantités différentes a partir d’'une quan-
tité initiale apparait dans plusieurs disciplines : physique, informatique, statistique, finances, .
. ete.
L’idée de base d’une telle sommation infinie discrete donnant une valeur finie a été considérée
paradoxale pour les mathématiciens pendants plusieurs siecles, jusqu’a l'introduction de I'idée
de limite et la tentative de donner a celle-ci une définition rigoureuse. Depuis les séries infinies

n’ont cessé d’attirer I'attention des mathématiciens et ont pu achever un grand développement.

Objectifs du chapitre
e Savoir étudier la nature d’une série numérique.

e Effectuer un calcul de somme.



1. Rappel sur les suites numériques oy Chapitre 1

1.1 Rappel sur les suites numériques

1.1.1 Définitions et propriétés

1.1 Définition (Suite numérique)

Une suite numérique est une fonction a valeurs réelles, dont I’ensemble de définition est

I’ensemble N des entiers naturels.

u: N — R

n — u(n) = up,

notée (Un)nen ou (Up)p-

up, s’appelle le terme général de la suite ().

1.2 Définition (Convergence)

Une suite réelle croissante et majorée converge.

, , . . )
Une suite (u,), est dite convergente vers une limite { si
Ve>0, AN. €N, VneN, n> N, = |u, — ]| <e¢
et on écrit lim wu, = /.
n—-+0o00
(un), est dite divergente si elle ne converge pas.
1.1 Propriétés ~
1. Si la limite d’une suite existe, elle est unique.
2. Toute suite converge est bornée.
3. Si lim w, =/, alors lim |u,| = |{| mais la réciproque est fausse.
n——+00 n—+00
4. lim wu, = 0 si et seulement si lim |u,| = 0.
n—-+0o0o n—-+o0o
D.
6.

Une suite réelle décroissante et minorée converge.
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1. Rappel sur les suites numériques oy Chapitre 1

1.1.2 Suite de Cauchy

1.3 Définition (Suite de Cauchy)

On dit que (uy,), est une suite de Cauchy si )
Ve>0, 3N, €N, Vp,q e N, p>qg> N, = |u, —u,| <e.

1.1 Proposition ~

Une suite (u,,), converge si et seulement si elle est de Cauchy:.
1.1.3 Suite extraite

1.4 Définition (Suite extraite) N
Une suite extraite (ou une sous-suite) de (u,), est une suite de la forme u ) ol ¢ :
N — N une application strictement croissante.

1.2 Proposition

\

Si (uy), converge vers {, toute sous-suite de (u,), converge vers /.

1.1 Corollaire ]

La proposition précédente est utile sous sa forme contraposée. C’est a dir, si on a deux

sous-suite de (u,), qui ont des limites différentes, la suite (uy,),, diverge.

Exemple 1.1 Soit la suite (uy,), définie sur N par u,, = (—1)".
La sous-suite ug, = (—=1)*" =1 — 1.
La sous-suite ug,41 = (—1)*"' = -1 — —1.

—1 # 1, donc la suite (u,), diverge.
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2. Généralités sur les séries numériques e Chapitre 1

1.2 Généralités sur les séries numériques

1.2.1 Définitions et propriétés

1.5 Définition (série numérique)

Soit (uy,), une suite numérique. On appelle série numérique de terme général u,,, et on

note > u,, la suite des sommes partielles (Sy,),, ou pour tout n € N

k=n
Sn =Ug+ U T+ U+ ... + U, = Zuk
k=0

1.6 Définition (Convergence) ]

On dit que la série numérique »_ u,, converge vers S, si la suite des sommes partielles

(Sn)n converge vers S, qui est appelée somme de la série et on note

n—-+00

+o00
> u,= lim S, =85
n=0

Exemple 1.2 Soit la série de terme général u,, = m, n € N*.

On peut écrire apres décomposition en élément simples

1 1
Up = — — 5
n n+1
d’ou
S, = ui+us+..+u,
B 1 1 L 1 1 P 1 1
o\l 2 2 3 n n+1
B 1
a n-+1
et
. . 1
lim S,= lim 1-— =1
n—4o0o n—4o0o n—|—1

Donc la série > u,, est convergente et on a > > u, = 1.

Exemple 1.3 Série géométrique : Une série géométrique est une série dont le terme général

est de la forme u, = aq”, a # 0, n € N. Pour ce type de série, le calcul de la somme partielle
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2. Généralités sur les séries numériques = Chapitre 1

est donné par la forme suivante :

S, = UL+ Uyt ... Fuy,

a(l—g"*!)

——T:E—— si q:# L
a(n+1) si ¢g=1.

On remarque ainsi que (S,,),, converge si et seulement si || < 1. Dans ce cas la série géométrique
converge et on a

+0o0

> =

n=0 1__q

Exemple 1.4 Soit la série de terme général u,, = In (”TH) , n € N*.

On a:
S, = up+u+..+u,
w2 () () (P
= Inf; ni; ni g et In | —
2 4 1
= ln(ngxgx...an ):hl(n—l—l),
donc

lim S, = lim In(n+1)=+4oc0.

n—-+o0o n—-+o0o

(Sn)n est divergente, d’olt la divergence de la série 3 In (21).

Remarque 1.1 Siu,, = a,41 —a, on trouve que S,, = a,+1 — ag, alors la série de terme général

u,, converge si et seulement si la suite (a,,), converge.

1.3 Proposition (Linéarité)

Soient Y u, et Y v, deux séries convergentes, de sommes respectives S et T. Alors

1) La série > (u, + v,) est convergente et on a :
+o00

+o0 +00
Z(un+vn):Zun+Zvn:S+T.
n=0 n=0

n=0
2) Pour tout a € R, la série > (au,) est convergente et on a :
“+oo +00

Z(aun) = aZun = aS.

n=0 n=0

Démonstration.
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‘iﬁ\}? Chapitre 1

2. Généralités sur les séries numériques

1) Pour tout n € N, on a :
Zuk—i—vk Zuk—i—ka Sn+Tn.
k=0

Ainsi

lim (up +vg) = lim S, +7T,=5+T.

n——4o00 n—-400

2) Pour tout a € Ret n € N, on a :

n

Z(auk) = aZuk = as,.

k=0 k=0

Par suite

n

lim Z(auk) = lim af, =as.

n—-+o0o n—-+o0o
k=0

Exemple 1.5 Soit la série de terme général w,, = 2% + %, n € N.

On a:
1 1

Wy, = —+

n - 3n
o2 3
= U, + Uy

avec U, = (%)n et v, = (%)n

Les séries Y u, et Y v, sont géométriques de raisons respectives 5 et 3, donc donc elles sont
convergentes et
+oo
1 3
D un=11 =2 Z’Un— =5
n=0 2 3

Alors la série > w,, est convergente et on a :
“+o0o +0o0 “+oo 3 7
Y=Y Y= i=]
n=0 n=0 n=0

Remarque 1.2 Comme conséquence de la linéarité, observons que si »_ u,, converge et » vy,

diverge, alors ) (u, + v,) diverge.
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2. Généralités sur les séries numériques Chapitre 1

On vient de voir qu'une fois la suite des sommes partielles associée est explicitée alors on
peut déduire la nature de la série qui est de méme que la suite des sommes partielles, mais
trouver 'expression analytique exacte de celle-ci, n’est pas toujours facile, par exemple la série
2@1 % Pour remédier a ce probleme, il a fallu concevoir d’autres criteres qui nous permettent
de déterminer la nature d’une série numérique sans trouver ’expression analytique de la suite

des sommes partielles qui lui est associée.

1.2.2 Condition nécessaire de convergence

1.4 Proposition

Si la série > u, converge, alors la suite (uy), tend vers 0. W

Démonstration.
Si la série Y u, converge, alors la suite (S,,), des sommes partielles converge vers la somme S

de la série. Il en est de méme pour la suite (S,_1),. De plus, pour tout entier n > 1

Sp—Sn-1 = (up+up+us+ oo + Up1 +up) — (up + Uy + U + o + Up—1) = Up,
alors
lim w,= lim S, —S5,.1=5-5=0.
n—-+0o n—-+o0o
[

Remarque 1.3 La proposition précédente est utile sous sa forme contraposée. C’est a dire, si

lim w, # 0, alors la série > u, diverge. On dira que la série est grossierement divergente.
n—+o0o

Exemple 1.6 Soit la série de terme général u,, = 4L n € N,

2n+1"
On a:
n-+1 1
lim w, = li — 0.
Jm e = lm ooms =5

La condition nécessaire de convergence n’est pas vérifiée, alors la série est grossierement diver-

gente.
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2. Généralités sur les séries numériques e Chapitre 1

1.1 Théoreme (Critere de Cauchy)

\
La série Y u, converge si et seulement si la suite (S,,), est de Cauchy, c’est a dire
P
Ve >0, AN. €N, Vp.ge N, p>q> N, — Z Uy | < E.
n=q+1

Démonstration.
Si la série Y u, converge, alors la suite (5,), des sommes partielles est convergente, par

conséquent c’est une suite de Cauchy, donc le théoreme est prouvé. m

Exemple 1.7 Série harmonique : C’est la série dont le terme général est donné par u, =
1
n?

sommes partielles (S,,), n’est pas de Cauchy.

n € N*. Pour montrer que cette série est divergente, il suffit de montrer que la suite des

En effet, pour p = 2n et ¢ = n, on trouve que

Sp—=98; = S — 35,

11 1 11 1 1 11 1 1
=:<—+—+—+m+—+ + +m+—>—(—+—+—+m+ﬁ)

1 2 3 n n+l n+2 2n 1 2 3
= L + L + .+ !
 n+1 n+2 77 o
> ! + L + ...+ !
~ 2n 2n 7 2n
B 1 _1
o 2

Pour que (.5,), ne soit pas de Cauchy, il suffit ainsi de choisir € = %

1.2.3 Reste de rang n d’une série convergente

1.7 Définition ]

N N
o0
Soit > u, une série convergente. On appelle reste de rang n la somme R,, = Z U,
k=n+1
1.5 Proposition ~
Soit Y u, une série convergente. Alors lim R, = 0.
n——400

Démonstration.
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3. Séries a termes réels positifs pi= M Chapitre 1

Soit Y u, une série convergente vers la somme S. On a :

+oo n +oo
S:Zun:Zuk—l— Z up =S, + R,
n=0 k=0

k=n-+1
donc
R,=5-25,,
alors
lm R,= lim S-5,=5-5=0.
n—-+o0o n—-400
]

1.3 Séries a termes réels positifs

1.8 Définition ]
Une série > u,, est dite a termes positifs si pour tout n € N, u,, > 0. W

Remarque 1.4
1) Les séries Y u, vérifiant u,, > 0 pour n > ngy sont aussi appelées séries a termes positifs.
2) Siune série Y  u, est a termes positifs, la suite des sommes partielles (.S,,),, est croissante.

En effet S,, — S,,_1 = u,, > 0, d’ou la proposition :

1.6 Proposition (Majoration)

Soit > u, une série a termes positifs. Alors ) u,, converge si et seulement si la suite des

sommes partielles (Sy,), est majorée.

Démonstration.
Il suffit d’appliquer la remarque précédente et de se rappeler que les suites croissantes et ma-

jorées sont convergentes. m

Exemple 1.8 Soit la série de terme général u,, = (nnT_11)!7 n > 2.
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3. Séries a termes réels positifs e Chapitre 1
_ k=1 _ 1 11 1
Comme uy = G = DRG] S RRD T & kg pour tout k > 2, alors
“~ k-1
S-S
n |
pt (k+1)!
<3 (i-m1)
k=2 +
_o(Loy, Loy, (1
2 3 3 4 n n+1l
11
2 n+l
1
< -
- 2
(Sn)n est majorée, ce qui implique que la série ) -, (n"T’ll), est convergente..

1.3.1 Regle de comparaison

1.2 Théoreme (Regle de comparaison) 1

Soient > u, et > v, deux séries a termes positifs. On suppose que pour tout n € N,
0 <u, <wv,. Alors
1) Si ) v, converge alors »  u, converge.

2) Si ) w, diverge alors Y v, diverge.

Démonstration.
Posons S, =D Uy et Ty = > 1 Un.
1) Comme pour tout n € N, 0 < u,, < v, alors S, < T, pour tout n € N.
Puisque ) v, est convergente, alors la suite (7},), est convergente, donc elle est majorée.
Par conséquent (S,,), est majorée.
D’apres la proposition de majoration, la série ) u,, est convergente.
2) C’est la contraposée de la premiere proposition.

Remarque 1.5 Le Théoreme de comparaison reste vrai si I'inégalité 0 < u,, < v,, est réalisée

a partir d’une certain ordre ng € N, c’est a dire 0 < u,, < v,, si n > nyg.

Exemple 1.9 Soit la série de terme général u,, = sin (2%) , neN.

u, > 0 pour tout n € N, on peut appliquer la regle de comparaison.
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3. Séries a termes réels positifs =y Chapitre 1

Comme 0 < sinz < x pour tout z € [0; 3, alors

— S‘l < — ou E N

n ;. , , . . N S
ano (%) est une série géométrique de raison % donc convergente, d’apres la regle de compa-

raison Y u, est convergente.

Exemple 1.10 Nous avons vu que la série Zn>1% diverge. On en déduit facilement que les

fns Inn 1 :
séries ) o Bret o o = sont divergentes. En effet

Inn 1
— > —  pourtout n>3
n n
et
1

pour tout n > 1.

SRS

1.3.2 Regle d’équivalence

1.3 Théoreme (Regle d’équivalence) |

Soient ) u, et ) v, deux séries a termes positifs telles que lim %= = 1. Alors les séries
n—+oo °n

> u, et Y v, sont de méme nature.

Démonstration.
Par hypothese, pour € = %, il existe n. € N tel que pour tout n > n,,
1

—Up LUy < =V,
2n_ TL_2’I’L

D’apres la regle de comparaison et 'inégalité précédent on trouve que les séries Y u, et > v,

sont de méme nature. m

Exemple 1.11 Soit la série de terme général u,, = 22 n € N.

3n+n’
Ona:
1+2 2" 144,
Uy, = = — X
tn 3 1+ &

2\" 1+ 4
~Nio | = car lim !
3 n—>+001+3%

2\ 4. P sy . 2 5 N N
ano (3) est une série géométrique de raison £ donc elle est convergente, d’apres la regle

d’équivalence ) u,, est convergente.

1.3.3 Comparaison d’une série avec une intégrale
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3. Séries a termes réels positifs =y Chapitre 1

1.4 Théoreme (Comparaison avec une intégrale)

Soient ng € N et f : [ng; +0o[— RT une fonction continue et décroissante. La série de
+oo

terme général u,, = f(n) est de méme nature que l'intégrale f@t)de.
ng

Exemple 1.12 Soit la série de terme général u,, = Timv n > 2.

La fonction f(t) = ﬁ est positive et décroissante sur [2; +00[. D’apres le théoreme précédent,

+00
la série > u, converge si et seulement si I'intégrale / ——dt converge. Or
2

tint

T
[ = ) = )~ ),

alors

T
: 1 .
Tgrfoo i mdt = TEIEOO In(In7") — In(In2) = +o0.

La série ) u, est donc divergente.

1.3.4 Série de Riemann

1.9 Définition |

L. . . I
On appelle série de Riemann la série E —oua€R.
n
n>1

1.7 Proposition

: . 1 . .
La série de Riemann E — converge si et seulement si o > 1.
n
n>1

Démonstration.
1) Sia<0,ona:

1 +oo  sia <0,

sia =0,

la condition nécessaire de convergence n’est pas vérifiée et donc }, ., = est divergente.
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3. Séries a termes réels positifs e

Chapitre 1

2) Si a > 0, la fonction f,(t) = & est positive et décroissante sur [1;+oo[. D’apres le

tl)é

théoreme de comparaison avec une intégrale, la série ) -, n% converge si et seulement

+o0 1
si 'intégrale / t—adt converge. Or
1

/T ! dt Tlljxa_l sl a 7é L
1

e InT sia=1,
alors
: 1 +oo  si0<a<l,
Thm —ad = ,
—+00 :
1 — st > 1.

La série ) -, T% est donc convergente si et seulement si o > 1.

1.2 Corollaire (Regle de Riemann) ]

Soit Y u, une série a termes positifs.

1) S’il existe a > 1 tel que lim n%u, = 0, alors la série > u,, converge.
n—+o00

2) S'il existe o« <1 tel que lim n%u, = +oo, alors la série ) u,, diverge.
n—+400

Démonstration.
1) Ona lim n%u, =0, donc pour € = 1, il existe n, € N tel que pour tout n > n,
n—-+0o0o
< < 1

D’apres la régle de comparaison, la série > u, est convergente.

2) On a lim n%u, = +o00, donc pour € = 1, il existe n. € N tel que pour tout n > n.,
n—-+o0o

D’apres la régle de comparaison, la série > u, est divergente.

Exemple 1.13 Soit la série de terme général u, = e V", n € N.
On a:

. . _ . _ . glnn_g
lim n?u, = lim 2" Vi im @2V = i VPR Z
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

D’apres la regle de Riemann, la série ) u,, est convergente.
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3. Séries a termes réels positifs iy Chapitre 1
. s ;. . 1
Exemple 1.14 Soit la série de terme général u,, = T > 2.
On a :
Inlnn
lim nu, = lim e""e Virhhn — iy V) = Joo.
n—-+o00 n—-+00 n—-+00
D’apres la régle de Riemann, la série Y u, est divergente.
1.3.5 Série de Bertrand
1.10 Définition } N
1
On appelle série de Bertrand la série Z ——oua,pB €R.
= n*(Inn)”
1.8 Proposition
\

converge si et seulement si (¢ > 1 et f§ € R) ou

La série de Bertrand Z

n*(Inn)s8
n>1

(a=1et>1).

Démonstration.
1) Sia > 1 alors % > 1, posons v = %L, on trouve que
1 n“T“ 1
lim n"——— = lim ——— = lim —:0, VB € R,

notoo . n¥(Inn)f noteo n(Inn)f noteo 3 (Inp)s

d’apres la régle de Riemann, la série ) | 7 converge si a > 1 pour tout g € R.

1
n>1 n*(lnn)
2) Si a > 1, nous avons

1 . nlfa
) i (pyp 0% AR,

d’apres la régle de Riemann, la série ) | diverge si a < 1 pour tout g € R.

1

n>1 n%(lnn)?f

3) Sia>1,u, =75, on utilise la régle de comparaison avec une intégrale.
’ n(lnn)8?

Considérons la fonction f : [2,4+00o[—> R définie par f(t) = . f est continue,

1
t(Int)s
positive et décroissante sur [2, +o0[ et pour tout 7' € [2, +o00[, on a :

T B T 1 B % s1 5 ?é ]_’
fydt = [ ———dt =
2 o t(Int) In(In7) —In(In2) sipg=1,

+00 si g <1,
lim/f b=

T=oo é—2 sif>1.

alors
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Donc la série 7 converge si et seulement si 5 > 1.

n>1 no ln n)

1.3.6 Critere de Cauchy

1.5 Théoreme (Critere de Cauchy)

Soit Z U, une série a termes pOSltlfS supposons que lim /Uy = 67 alors
n—+oo

1) Sit < 1, la série ) u, converge.
2) Sil>1, la série Y u, diverge.

3) Si¢ =1, on ne peut rien conclure.

Démonstration.

On a lim {u, =/, alors

n—-+00
Ve>0, Ince N, Vn>n., ((—¢e)" <u, < ({+e€)".

1) Si¢ < 1, prenons € = 12 , 14+€e= 1+é < 1, on trouve que u,, < (%)n pour tout n > n..

Par conséquent la série ) u,, converge.
2) Si ¢ > 1, prenons € = ¢ — 1, on trouve que u, > 1 pour tout n > n.. Donc la série > u,
diverge.

3) On sait d’une part que la série Z% diverge et la série > n—12 converge, et d’autre part,

on a :
. 1 . Inn
lim {/—= lim e » =1
n—-+oo n n—-4o0o
et
lim {/— = lim e 2" =1.
n—-+4oo ’n2 n—-+oo

Donc on ne peut rien conclure pour la nature de la série > u, si £ = 1.

Exemple 1.15 Soit la série de terme général u,, = (2”+1)n, n € N.

3n+4
On a:

lim {u, = lim

n—-+00 n——+oo

: <2n—|—1)n lim 2n+1 2

=-<1
3n+4 n—>+003n+4 3

D’apres le critere de Cauchy la série > u,, est convergente.
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’I'L2
Exemple 1.16 Soit la série de terme général u,, = (1 — %) , n €N

On a:

2
n 1\" . 1\"
lim {/u, = lim (1 — —) = lim (1 — —) =e <1
n—-+o0o n——+00 n n—+00 n
D’apres le critere de Cauchy la série > w, est convergente.

Exemple 1.17 Soit la série de terme général u,, = (1 + ;)n , n €N
On a :

2
n 1\" . 1\"
lim {/u, = lim <1+—) = lim <1+—) =e>1.
n—+o0 n——+00 n n—+00 n
D’apres le critere de Cauchy la série ) u, est divergente.

Exemple 1.18 Soit la série de terme général u,, = 2" (1 + %)_n , n €N
On a:

2
n " ) 1\ ) 2 2
lim {/u, = lim 2n 114 — = lim 2|14 — = lim ——5=-<1
n—+4oo n—+oo n n—+4oo n n—+4oo (]_ -+ 5) e
D’apres le critere de Cauchy la série > u, est convergente.

1.3.7 Critere de d’Alembert
1.6 Théoreme (Critere de d’Alembert)

. )
Soit Y, une série a termes positifs, supposons que hrf “Z* L =/, alors
n—+oo M
1) Sit < 1, la série Y u, converge.
2) Sil>1, la série Y u, diverge.
3) Si¢ =1, on ne peut rien conclure.
Démonstration.
On a lim “ =/, alors
n—+oo Un
Ve >0, In. €N, Vn > ne, (0 —€)"up, < up < (04 €)"up,,.
1) Si ¢ < 1, prenons € = 17_5, 14+€e= % < 1, on trouve que u, < u,, (17%)" pour tout

n > n.. Par conséquent la série ) u,, converge.
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2) Si ¢ > 1, prenons € = ¢ — 1, on trouve que u, > u,_ pour tout n > n.. Donc la série
> u, diverge.

3) On sait d'une part que la série Z% diverge et la série > # converge, et d’autre part,

on a :
1
lim L = ] T
n—-+o0o % n—+oom + 1
et
1 2
. (n+1)2 T n .
L S EA
TL2

Donc on ne peut rien conclure pour la nature de la série > u, si £ = 1.

|
Exemple 1.19 Soit la série de terme général u,, = %, n € N.
On a:
n ) 1 !
limu+1:llm - M im =0<1.
n—+oo U, n—+too (n+ 1)1 1 n—+oo N + 1
D’apres le critere de de d’Alembert la série > u, est convergente.
Exemple 1.20 Soit la série de terme général u,, = %, n € N.
On a :
gy Yt . (n+ 1) pl . (n+Dn+1)"n!
im = — = —
n—+oo U, notoo (n4+ 1)l n»  notoeo  (n+1).n! n»
1" 1\"
B Ly i (1+—) —e> 1.
n—+4oo nm n—+oo n

D’apres le critere de d’Alembert la série ) u,, est divergente.

N

1.7 Théoreme (Critere de Raabe-Duhamel)

Soit Y u, une série a termes positifs, supposons que lirf n (1 — %) = {, alors
n—-+o0o n
1) Sit > 1, la série Y u, converge.
2) Sit <1, la série Y u, diverge.

3) Si¢ =1, on ne peut rien conclure.
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Exemple 1.21 Soit la série de terme général u,, = 92; 152Xx'::.Xx(?37;;43.))xx(?37;11(5)), n € N*.
On a :
Upp1  2X5x..x(3n—4)x(3n—1) x (3n+2) " 9x12x..x(3n+3)x (3n+6)
U,  9IXI2x .. x(Bn+3)x(Bn+6)x 3n+9) " 2x5x..x (3n—4) x (3n—1)
 3n+2
3n+9’
donc

lim n 1_Un+1 = lim n 1_3n+2 = lim n :z>1.
n—+00 U, n—+00 3n+9 n—too 3n+9 3

D’apres le critere de Raabe-Duhamel, la série ) u, est divergente.

1.4 Séries a termes quelconques

1.11 Définition |

On appelle série a termes quelconques une série Y  u,, dont les termes peuvent étre positifs

ou négatifs suivant les valeurs prises par n.

+oo (=1)" +00 cosn 3
1y~ €t Q_,—1 =~ sont a termes quelconques.

Exemple 1.22 Les séries

1.4.1 Convergence absolue et semi convergence

1.12 Définition |

1) On dit que la série Y | u,, est absolument convergente si la série Y |u,| est conver-

gente.
2) On dit que la série Y u,, est semi convergente si elle est convergente sans qu’elle

soit absolument convergente.

1.8 Théoreme ]

Une série absolument convergente est convergente.

E |u,| converge — E u, converge.

Démonstration.

Supposons que »_ u, est absolument convergente, donc la série > |u,| converge, d’apres le
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4. Séries a termes quelconques

Chapitre 1

critere de Cauchy, on a :

p
D I

Ve >0, dn. € N, Vp > q > n,, < e.
k=q+1
Comme
p p
D | S| Dl
k=q+1 k=q+1
alors
p
Ve >0, dn. € N, Vp > q > n,, Z up| < €.
k=q+1

d’otut la convergence de la série Y u, m

Exemple 1.23 Soit la série de terme général u,, = Siﬂ#, n € N*.

Ona:|®2| < 2 donc Y |u,| converge et d’aprés le théoreme précédent, Y- u, converge.

n

Remarque 1.6

1) La réciproque du théoreme précédent est fausse, on peut prendre comme contre exemple

. —1)"
la série ST %

2) L’intérét fondamental du Théoreme précédent est que I'on peut appliquer les propriétés

des séries a termes positifs, a la série > |u,| qui est & termes positifs.

1.4.2 Critere d’Abel
1.9 Théoreme (Critere d’Abel)

Soient (ay)n et (b,), deux suites telles que :
1) La suite (a,), est positive, décroissante et tend vers 0.

2) Les sommes partielles de la suite (b,,), sont bornées :

IM >0,¥n €N, |Y b <M,
k=0
alors la série > a,b, converge.
Exemple 1.24 Soit la série de terme général u,, = %, n € N*.

Posons a,, = % et b, =(—=1)". On a:
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4. Séries a termes quelconques e Chapitre 1

1) La suite (a,), est positive, décroissante et tend vers 0.

2) Pour tout n € N*, on a :

2 b= (=1
k=1

k=1
D’apres le critere d’Abel, > u,, converge.

=|-1+1-14+14..+(-1)" <L

Remarque 1.7 La série) | % n’est pas absolument convergente car )—(_i)"

S|

Exemple 1.25 Soit la série de terme général u,, = Si‘;”, n € N*.
Posons a,, = % et b, =sinn. On a :

1) La suite (a,), est positive, décroissante et tend vers 0.

no i i(n+1)
Im (Z ezk) ‘ = ’Im (616—,) ‘
J— e'L
k=1

n+1) 2

< —
=€

2) Pour tout n € N*, on a :

i by, i sin k
k=1 k=1

el — el

1—et

D’apres le critere d’Abel, > u, converge.

Remarque 1.8 La série) | % n’est pas absolument convergente. En effet, pour tout n € N*
sinn| _ sin®n  1—cos(2n) 1  cos(2n)
n n o 2n T 2n 2n

sinn
n

est semi-

. 2 ; .
Comme L diverge et 0sn)  onverge, alors sSmn | diverge. Donc
2n 2n ) n

convergente.

1.4.3 Séries alternées

1.13 Définition |

On dit qu’une série a termes réels ) u,, est alternée si

vn €N, u, = (—1)"a, ou u, = (~1)""a, avec a, > 0.

Exemple 1.26 Les séries > > (771)71 et Y7 (—1)"Mn gont alternées.

n

m_mekkaoui@esc-alger.dz 25 Mohammed Mekkaoui



4. Séries a termes quelconques =y Chapitre 1

1.10 Théoreme (Critere de Leibniz)

Si la suite (ay,),, est positive, décroissante et tend vers 0, alors la série > (—1)"a,, converge. w

Démonstration.

Il suffit d’appliquer le théoréeme d’Abel en prenant b, = (—1)". =

Exemple 1.27 Soit la série de terme général u,, = (7%”, n € N*.
On a: u, = (-1)"a, avec a, = \/%E et la suite (a,), est positive, décroissante et tend vers 0.

D’apres le critere de Leibniz, Y u, converge.

1.4.4 Meéthode de développement limité

C’est une technique qu’on applique sur quelques séries a terme quelconques pour lesquelles
les criteres précédents ne s’appliquent pas. Il suffit d’utiliser un développement asymptotique

du terme général.

Exemple 1.28 Soit la série de terme général u,, = \f(Jr(l) s 1 E N.
La suite a, = WovEsy +( Ty n’est pas décroissante et donc on ne peut pas appliquer le critere de
Leibniz. On a :

N VN

VAt (- T Ve Ty e

On utilise un développement limité de la fonction —— au voisinage de 0 a 'ordre 2

(-0 (1 +1
Vit (- T e 1y e
o)

=t =nn

Les séries de termes généraux respectifs T g et o ( \1/ﬁ> sont convergentes mais la série

de terme général 2 — diverge. Donc la série de terme général % diverge.

|
—

|
S
3
| —— |

—_

VS

|

—_

Exemple 1.29 Soit la série de terme général u,, = %, n € N.
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5. Récapitulatif des techniques de convergen‘s%/ Chapitre 1

Le méme calcul précédent donne

-y (=" 1
n+ (—1)» n 1+ %

;. /2 —-1)" PR . . ;. s
La série de terme général % converge par le critere de Leibniz et les séries de termes généraux

. . L —1)n
respectifs = et o (%) sont absolument convergentes, donc la série de terme général DT — est

n n n+(—1)
bien convergente.

Remarque 1.9 Si en utilisant le développement limité, il faut développer a un ordre suffisam-

ment élevé pour obtenir un reste absolument convergent.

1.5 Reécapitulatif des techniques de convergence

Pratiquement le schéma ci-dessus rassemble et résume les résultats de convergence de ce
chapitre, comme souvent en mathématique, ces résultats ne permettent pas de conclure dans

tous les cas.
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Nature de Z Uy,
neN

[ Est ce que nl_lgloo u, = 07 ] L [La série diverge]

l oui

{ Z un est-elle géometrique? } o [Convergence des séries géometriques]

neN

non

J oui

[ S, est déterminable ? [Convergence ou divergence par déﬁnition]

non

{ Z u, est-elle a terms positifs ?

oui N - ..
} [Regles de comaparaison, d’équivalence, ... etc]
neN

l non

[ Nature de Z | | J

neN

{ Z |u,,| converge ? } oui {Z U, Converge}

neN neN
non
[ Est ce que uw,, = a,b,? J oui [Régles d’Abel, de Leibniz]
non
( On se débrouille! )
fin.
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1.6 Exercices sur le chapitre 1
Exercice 1.1 Calculer les sommes suivantes :
1 1 2" 4 (—4)”
1. _ 2. , 3. ,
Z “n(n+1) ;n(n—l— 1)(n+2) — hn
1
4. In{1—-— 5.
I CEF I D
n>2 n>1

Exercice 1.2 Etudier la nature des séries suivantes :

12 2;\/;

3. ) In <1+%>,

n 1 ?
n>1 n i n>1
n+1\" 1.35.2n+1) 1
4. 5. — 6.

7. ) /0.0001,

n>1 n>3

Exercice 1.3 Soit a > 0, déterminer la nature des séries suivantes :

1 f(a" 3.y 2

n!
n>1 n>1

on
ne’
n>1

)

1+ an

Exercice 1.4 Etudier la convergence et la convergence absolue des séries suivantes :

. ann 111 In(n))

n o 1.4.7...(3n — 2) n?+1
1. -1" 2. 3. i
;( et Z 35.7..2n+1) ;Sm( ”)7
o1n(n) cos(mr) sin(n)
4.) (-1 —, TOR 6. )
n>1 n>1
sin(n) (—1 cos(n
7.
PR s zmn( "), 0. Y-
n>1 n>1 n>1
Exercice 1.5 Calculer les sommes suivantes :
n n? n
L. Za’ 2. Zg’ 3. ZQ—W
n>0 n>0 n>0
n? n?+2n —1
4. on 5. —
n>0 n>0
Indication : 3% L =exp(l) =e' =e.
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o

Chapitre 1

Exercice 1.6 (Concours 2018)

1) Etudier la nature de la série de terme général u,, =

2) En déduire la limite suivante

(n!)?
(2n+ 1)1
n—s+00 (2n + 3)

Exercice 1.7 (Concours 2017)

—+00 —n?
1

1) Montrer la convergence de la sérier : Z 2" (1 + —> :
n

2) En déduire la limite suivante

1.7 Corrigé des

Corrigé de I’exercice 1.1
1) Pour tout n € N*, on

d’ou

et

2) Pour tout n € N*, on

Up

(1)

exercices sur le chapitre 1

lim
n—>-+o0o

Q

1 (n+l-n 1 1
nin+1) nm+1)

Up =

Uy + Uz + ... + Uy
1 1 . 1 1 P
1 2 2 3

n—+1

1 1
n n+1

)

1
lim S,= lim 1-— =1.
n—+4oo n—4o0o n~|»1
400 1
n=1n(n+1)_1
a:
1 1 (n+2)—n
n(n+1 n—|—2) 2n(n+1)(n+2)
1 1( )
5 - = 7\0n — an )
2 nn+1 (n+1)(n+2)) 2 i
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7. Corrigé des exercices sur le chapitre 1 =y Chapitre 1

ol a, = ———, alors

n(n+1)
1 1/1 1
o = §<“1_a"“)_§(§_(n+1)<n+2)>

et

. ) 1/1 1
lim S, = lim - |- — =
n——+o0 n—+o0 2 \ 2 (n -+ 1)(n + 2)

o |

Donc la série > u,, est convergente et on a Y m =1

3) Pour tout n € N, on a:

2 (2 ()
5n B 5n

_ 2 n + _4 n
—\5 5 ’
d’ou

Sn = U+ U+ ..+u,

= 20+21++2n+ _—40+_—41++_—4n
B 5 5 5 5 5 5
1_ 2n+1 . __4n+1 1_ 2n+1 1_ __4n+1
e ) S e - S e ) M B e G
—2 — 3 9
et
e 2 I B 0 e I T B
nETmSn—nETJ[T Ty T3 T g

Y 2n 74 n
Donc la série > u,, est convergente et on a > ' % =2

4) Pour tout n > 2, on a :

2_ —
= 1n(1_i2)_1n<n 21)_1n<(n+1)(2n 1>>
n n n
n+1 n—1 n-+1 n
= 1H< >+ln< ):111( >—1n( ):an+1_an7
n n n n—1

ou a, = In (—1), alors

1
Sy = (an+1—a2):1n(n+ )—IHQ,
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et
1
lim S, = lim In (”+ ) —In2=—ln2
n——+0o00 n—-+o0o n
Donc la série Y u, est convergente et on a /25 In (1 — %) = —In2.

5) Pour tout n € N*  on a :

1 1 ln+1)—(n-1) 1 1 1
Up = - = . — 5
n—1 m-1n+1) 2 n—1)(n+1) 2\n—1 n+1
d’ou
- "1 1 1 1= 1 "1
STL = = —_ —_— e — _ PR
h ZQ(k—l /<:+1> 2[Zk—1 k+ 1
k=2 k=2 k=2 k=2
_ 1+1+1+1+ + L 1+ +=+.+ +1 !
o210\1 2 3 4 n—1 3 4 5 —1 n n+l
31 1
4 2n 2(n+1)
et
lim S, = lim §—i—;:§.
n=s+oo notood  2n 2(n + 1) 4

+oo 1 _ 3

Donc la série ) u, est convergente et on a ) '~ —— = 1.

Corrigé de I’exercice 1.2

1) Posons u, = %, on a:
(n+ 1)~ 1 n+1\" 1 " 1
nntt n n(n+1) n) n(n+1)
‘ im (14+1)
~iew ——— car lim -] =e
T n(n+1) n—-00 n
e
N+oo ﬁ'

Y -5 est une série de Riemann (o = 2) convergente, et d’apres le critere d’équivalence,

la série Y u, est convergente.
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7. Corrigé des exercices sur le chapitre 1

— n .
2) Posons u, = /i, ona:

n n 1 1
u = = — .
" nt+1 n*(1+ ) nd\ 1+ =
! li L 1
~ — car lim =
+00 n% n—+oo \[ 1 + #
> HL% est une série de Riemann (o = %) convergente, et d’apres le critere d’équivalence,
la série Y u, est convergente.
3) Posons u, =In(1+2) =In (%), on a:

S, = UL+ Ut ...+ uy,

= In G) +In (g) +1n(§) fotin (”Zl>

2 3 4 n—+1
= 1H<IX§X§X...X " )—ln(n—i-l),

donc

lim S, = lim In(n+1)=+oc.

n—-+o0o n—-+o00

(Sn)n est divergente, d’ott la divergence de la série Y In (1+ 2).

4) Posons u, = (42£)", on a :

lim u, = lim
n—-+00 n—-+o0o

n+1\" . n+1 1
2n+1 n—+oo 21 + 1 2

D’apres le critere de Cauchy, la série > u, est convergente.

2
5) Posons u, = 7, on a :

. 12 3 1 1\N? 1
i Ut gy (RT3 LN L
n—+00 Uy, n—+oo Jntl n2 n—+oco 3 n 3

D’apres le critere de de d’Alembert la série > u, est convergente.

m_mekkaoui@esc-alger.dz 33 Mohammed Mekkaoui



o

7. Corrigé des exercices sur le chapitre 1 Chapitre 1
6) Posons u, = g gy, on a
n . 1.3.5...(2 H(2n+3 1 4.8.12..4
lim L = fim (2n +1)(2n + ) X " (n+1)
n—+00 Uy, n—too  4.8.12.4n(4n+4) (n+2) 1.35.02n+1)

i 2n+3 n+1 2<1
= m = — .
nodso \dn+4) \n+2) " 1

D’apres le critere de de d’Alembert la série > u, est convergente.

7) Posons u, = v/0.0001, on a :

lim u, = lim /0.0001 = lim en (00001 _ 1

n—-+o0o n—-+4o0o n—-+o0o

La condition nécessaire de convergence n’est pas vérifiée, la série ) u,, est divergente.

_ 2n—1 .
8) Posons u,, = (v ona:

. Upa , 2n+1 (V2)"
lim li X
n—400 Uy, n—-+00 (ﬁ)n#»l 2n —1

I 1 2n+1 1 <1
= lm —|———) =—7 .
n—>+oo\/§ 2n — 1 \/§

D’apres le critere de d’Alembert la série > u,, est convergente.

9) Posons u,, = L ;- La suite (uy,),>3 est positive, décroissante et tend vers 0, d’apres

ninnin(lnn

RN . . , s 5. , +oo 1
le critere de comparaison avec une intégrale, la série > u, et l'intégrale f3 mdt

sont de méme nature. Or

/3 ' e [In(In(Int))]s = In(In(In 7)) — In(In(In 3)),

tIntln(Int)
alors
T 1
TEIEOO 3 mdt = Tgr}rloo In(In(In 7)) — In(In(In 3)) = +o0.

La série > u, est donc divergente.

Corrigé de I’exercice 1.3

1) Posons u, = (ag!)n, ona:
n+1 | 1 n
lim ol (an) ¥ 2 — lim all+—| =aexp(l) =ae.
n—+0o Uy nstoo (n+ 1) (an)®  notoo n
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7. Corrigé des exercices sur le chapitre 1 =y Chapitre 1

e Sice<1l&a< %, alors la série Y u,, est convergente.

e Siae>1%a> 1 alors laséric Y u, est divergente.

. —n,,n
° Slaezlﬁa:%,onaun:%.

n!

On utilise la formule de Stirling n! ~, ., e "n"v/27n, on trouve que

1 1
mooee \/27mi 27m%'

3" —L+ est une série de Riemann (o = ) divergente, et d’apres le critere d’équivalence
N 2 ) )

u

2mn?2
la série Y u, est divergente.

2) Posons u,, = 2

e on a :
. 2n+1 a 1 a
m 2 2 T g o () o
n—+00 Uy n——400 (n —+ 1)“ AL n—-+oo n

D’apres le critere de de d’Alembert la série > u,, est divergente pour tout a € R.

n
3) Posons u,, = 1. Alors

e Sia>1,ona:

] ) a” sia=1,
lim w, = lim =
n——+o00 n—+oco 1 + a™

= N

sia>1.

La condition nécessaire de convergence n’est pas vérifiée, la série »  u,, est divergente.
e Si0<a<l,ona:

= lim X = lim a
n—+00 Uy, n—+oo 1 +an+1 a™ n—+o00

. Upgt _ a™tl 1+a™ , 1+a™
lim =1 — | =
D’apres le critere de d’Alembert, la série ) u,, est convergente.

Corrigé de l’exercice 1.4

1) Posons u, = (—1)"z"5, on a :

. . n
lim |u,| = lim
n——+oo n—-+oo 5n — 2

1
= _ 40
%4

La condition nécessaire de convergence n’est pas vérifiée, la série ) u,, est divergente.
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7. Corrigé des exercices sur le chapitre 1 =y Chapitre 1

2) Posons u,, = (—1)”—;;;@’;—_?3, ona:

Up+1
U,

_ g 1MATLBno2)Bnt 1) 357..(2n+ 1)
T 4% 35.7..2n+ 1)(2n+3)  1.4.7..(3n—2)
3n+1 3

=—->1.
nﬁHEOOQTL—I—:S 2

n—-+0o

D’apres le critere de d’Alembert la série Y |u,| est divergente.

D’autre part, comme lim
n—+0o0o

nécessaire de convergence n’est pas vérifiée, d’ou la série > u, est divergente.

M‘ =3>1,alors lim |u,| =00 # 0, donc la condition
n—-+00

n

3) Posons u,, = sin <”27j17r). Comme sin(z +nn) = (—1)"sin(x) pour tout x € Ret n € N,

on a :

2
. (n°+1 . (T LT
U, = sin ( 7T> = sin (— + n7r> = (—1)"sin (—) . (1.1)
n n n
La suite (sin (%))n>2 est positive, décroissante et tend vers 0, d’apres le critere de Leibniz

> u, converge.

D’autre part, on a :

. ™ T
[up| =sin (=) ~i00 —.
n n

> T est une série de Riemann (a = 1) divergente, d’apres le critere d’équivalence, la

série > |u,| est divergente et par conséquent »_ wu,, est semi-convergente.

( 1)n In(n) .

4) Posons u,, = (—
La suite (m ")> est positive, décroissante et tend vers 0, d’apres le critere de Leibniz
n>3

n

> u, converge.

D’autre part, on a :

In(n) 1
n nln™"(n)
> m est une série de Bertrand (o = 1,5 = —1) divergente, donc la série Y |u,|

est divergente et par conséquent Y u,, est semi-convergente.

5) Posons u,, = % En utilisant le fait que cos(nm) = (—1)" pour tout n € N et le

critere de Leibniz, on trouve facilement que la série ) u,, est semi-convergente.
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7. Corrigé des exercices sur le chapitre 1 =y Chapitre 1

_ sin(n) .
6) Posons u, = ==, on a :

sinn 1
<

_n27

n2
> = est une série de Riemann (o = 2) convergente, d’apres le critére de comparaison,

la série Y |u,| est convergente et par conséquent » _ u, converge.

7) Posons u,, = SmTE"), on a :

1) La suite (1), est positive, décroissante et tend vers 0.

"o i _ pi(n+1)
Im (Z e’k> ‘ = ’Im (ele—') ‘
— e'l
k=1

2) Pour tout n € N*, on a :

n
E sin k
k=1

et — ei(n+1) 9
< - < —.
- 1—et | 7 |1—¢f
D’apres le critere d’Abel, > u,, converge.
D’autre part, pour tout n € N*
sinn| _ sin®n  1—cos(2n) 1  cos(2n)
n no 2n 2 2n

sin

2| diverge. Donc )~ 2% est semi-
n n

Comme Y 5= diverge et ) %jn) converge, alors ) |

convergente.

(="

n

). En utilisant le fait que sin(—z) = —sin(z) pour tout = € R,

ty — sin (#) — (=1)"sin (%) |

De la méme maniere que dans l’exemple (1.1), on trouve que la série > u, est semi-

8) Posons u,, = sin (

on trouve que

convergente.

cos(n)
D
1) La suite <ﬁ)n est positive, décroissante et tend vers 0.

L i i(n+1)
Re (Z €Zk> = ‘Re (%) ‘
— 674
k=1

ei_ei(n—H)
l—et |7 [1—¢

9) Posons u,, = on a:

2) Pour tout n € N*, on a :

Z cos(k)
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7. Corrigé des exercices sur le chapitre 1 =y Chapitre 1

D’apres le critere d’Abel, > u,, converge.
D’autre part, pour tout n € N*
> cos?(n) _ 14 cos(2n) 1 N Cos(2n)‘

cos(n)

n n 2n 2n 2n

cos(n)

11| diverge. Donc 3 cos(n) gt

Vn+1

Comme S L diverge et 3 <20 conver e, alors

semi-convergente.

Corrigé de I’exercice 1.5

1) Sachant que n! =n(n —1)!,

n n 1 1
Zﬁzzn(n—m:Z(n—mzzmze'

n>0 n>1

2) En utilisant le fait que n?> = n(n — 1) +n et n! = n(n — 1)!, on obtient

n? nin—1 n
> = Z%

n>0 n>1

nn—1 n
_ Z%JFZE

n>2 ) n>1

1 1
= L L

n>2 ’

= Z%+Z%:e+e:23

n>0 " n>0
3) Comme ) oz =2etn=(n+1)—1,

n n-+1 1
D Sk T P

n>0 n>0 n>0

alors
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7. Corrigé des exercices sur le chapitre 1 =y Chapitre 1

4) En utilisant le fait que Y, - 57 = 2, >,50 3% = 2 et n® = n(n+ 1) — n, on obtient

n* n(n+1) n
on ZQ—n_ZQ_n

n>0 n>0 n>0
n(n+1)
= 2 Z 2n+1 2
n>0
(n—1)n
= 2 —2
Z 2n
n>1
2
DM I
n>1 n>1
n? n
=2y — 2y =2
2n Z 2n
n>0 n>0
2
n
= 92 — —6
AL ’
n>0
alors
2
—
2n
n>0

5) En utilisant le fait que Y, o4 =€, > o m =eet Y g ’:L—Q, = 2e, on obtient

24 om—1 2 1
Z%:Z%+QZ%_ZE:2€+2€_€:3&

n>0 n>0 n>0 n>0

Corrigé de I’exercice 1.6

1) Posons u,, = (2(:;—2;!, En utilisant le critere de D’Alembert, on trouve que
1)1)? 2 1)!
lim Yntl _ lim ((n+ 1)1 X @n+1)
_ (n+ 1)%(n!)? (2n+1)!
= lim X
n—+oo (2n + 3)(2n + 2)(2n + 1)! (n!)?
1)2 1
~ g DT Ly

n—too (2n+3)(2n+2) 4

Alors la série > u,, est convergente.
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7. Corrigé des exercices sur le chapitre 1

Chapitre 1

L o . (n!)?
2) En déduire la limite : lim ———-.
n—+00 (2n + 3)!
D’une part on a :

(n!)? 1 (n!)?

2n+3)!  (2n+3)(2n+2) 8 (2n+ 1)V

d’autre part comme la série > u, converge, alors

1\2
im —(n) =0,
n—+00 (2n + 1)!

et par conséquent :

(n})*

n—lgoo (2n -+ 3)! -

Corrigé de I’exercice 1.7

2
1) Posons u, = 2" (1 + %) " En utilisant le critere de Cauchy, on trouve que

: . n "
lim Yu, = lim \/2” (1 + —)
n—-+o0o n—-+4o0o n

. "
= lim 2 (1—{——)
n—-+4oo n

2

Alors la série > u,, est convergente.

n 1 —n
2) En déduire la limite : lim <g) (1 + —) :

n—-+oo

B0 - 650+
() (e

d’autre part comme la série > u, converge, alors

1 —-n
lim 2" (1 + —) =0,
n—-+4+oo n

D’une part on a :
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7. Corrigé des exercices sur le chapitre 1 =

et par conséquent :

lim § 1—}—l = lim § 2" 1—}—l =0x0=0.
n—s+oo \ 2 n n—r+oo \ 4 n
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Chapitre

Intégrales impropres

Jusqu’a présent, nous avons considéré l'intégration de fonctions continues sur un inter-
valle fermé et borné. Dans ce chapitre, nous présentons une généralisation de la définition de

I'intégrale des fonctions pas nécessairement continue sur intervalles non bornées, par exemple

+o00 1 +o0 :
/ e "dx, / In(x)dzx, / sin(z) dz, ...
0 0 0 Z

Ces intégrales sont appelées intégrales impropres (généralisées).

Objectifs du chapitre
e Savoir étudier la nature d’une intégrale impropre.

e (Calculer une intégrale impropre.

42



1. Généralités sur les intégrales impropres Chapitre 2

2.1 Généralités sur les intégrales impropres

2.1 Définition }
Soit I un intervalle quelconque de R et f : I — R une fonction. On dit que f est

localement intégrable sur I, si elle est intégrable sur tout intervalle fermé et borné de 1.

Remarque 2.1 Tout fonction continue sur I est localement intégrable.

2.2 Définition |

Soit f une fonction localement intégrable sur [a, b[C R(—oo < a < b < 400). On dit que
t

l'intégrale de f sur [a,b] est convergente si la fonction F : t — / f(z)dx, (a <t <)

admet une limite quand t tend vers b, cette limite est appelée inatégra]e impropre de f

sur [a, b[ et on note

/abf(x)dx = %12% /at f(z)dz.

Dans le cas contraire on dit que I'intégrale de f sur [a, b est divergente.

dz.

r—1
La fonction z — —L= est continue sur [0, 1[, donc elle est localement intégrable.

Soit t € [0,1], on a :

1
Exemple 2.1 Soit l'intégrale /
0

t
1
/ 1dx:[ln|x—1|}6:1n|t—1|—11r11:llr1|t—1|
0

€T —

et
t

lim

dr =limln |t — 1| = —o0.
=1 J, x—1 t—1

dzx est divergente.
x J—

1
Donc 'intégrale /
0

1
dz.
14 22
est continue sur [0, +00], donc elle est localement intégrable.

+0o0o
Exemple 2.2 Soit l'intégrale /
0

1
1422

Soit t € [0,4o00[, on a :

La fonction z ——

t
1
/0 52 dx = [arctan(x)], = arctan(t) — arctan(0) = arctan(t)
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1. Généralités sur les intégrales impropres === Chapitre 2

et
¢ s
lim dr = lim arctan(t) = —.
t—+oo 0 1 + [L’Q t——+o00 2
+00 +o0 1 T
Donc 'intégrale / sdx est convergenteet on a / sdr = <.
0 + o 1+ 2

2.3 Définition |

Soit f une fonction localement intégrable sur |a,b] C R(—oco < a < b < 4+00). On dit que
b

lintégrale de f sur |a,b] est convergente si la fonction F : t — / f(x)dx, (a <t <b)

t
admet une limite quand t tend vers a, cette limite est appelée intégrale impropre de f

sur ]a, b] et on note

/a ’ f(2)dz = lim /t ’ f(w)da.

t—a

Dans le cas contraire on dit que I'intégrale de f sur |a,b] est divergente.

1
1
Exemple 2.3 Soit l'intégrale / —dx.
0 VT
La fonction z — \/ng est continue sur ]0, 1], donc localement intégrable.
Soit ¢ €]0,1], on a :

! o oo
/tﬁdm:[Q\/E]t_%/T 2V =2 - 2v4

et

1
. 1 )
11;1% t —ﬁdx—11£%2—2ﬂ—2.

1 1
1 1
Donc 'intégrale / ——dx est convergenteet on a / —dx = 2.
0 0

NZ7 NZ7
0
Exemple 2.4 Soit l'intégrale / e“dx.

—00

La fonction z — e” est continue sur | — 0o, 0], donc elle est localement intégrable.
Soit t €] —00,0], on a :

0
/ fdr=[e"]? =’ —el =1—¢
t

et

0

lim e“dr = lim 1 —ef =1.
t——o0 ¢ t——o0
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1. Généralités sur les intégrales impropres === Chapitre 2

0 0

Donc 'intégrale / e“dx est convergente et on a / e“dr = 1.

—00 —00

2.4 Définition ]

Soit f une fonction localement intégrable sur |a,b|C R(—oo < a < b < 400). Soit ¢ un

point quelconque de |a, b[.

On dit que I'intégrale de f sur |a,b| est convergente si chacune des intégrales / f(z)dz

b c b
et/ f(x)dx est convergente. On appelle/ f(z)dx +/ f(x)dx lintégrale impropre

de f sur |a, b et on note

/abf(x)dx _ /:f<x)dx+ /be(m)dx.

Remarque 2.2
1) On pratique, pour étudier une intégrale impropre sur |a, b[, on choisit une valeur ¢ de

|a, b[. La valeur de 'intégrale est indépendante de c.

c b
2) Pour ¢ €a, b], si / f(x)dx diverge, alors / f(x)dx diverge.

Too o=V

o VT

est continue sur |0, +o00[, donc localement intégrable et la convergence

dz.

Exemple 2.5 Soit l'intégrale

vz

La fonction x —— eﬁ

de l'intégrale dépend de la convergence de deux intégrales suivantes :

/1 e—ﬁd /+oo e_ﬁd
X et x.
0 VT 1 Vi

1 —va
NS

0
Pour tout ¢t €]0, 1], on a :

1,z 1~z
& e
dr = —2/ dr = [—2e Vo) = —2¢7! 4 2¢7V!
/t NG . —2z [ J

e Etude de dz :

et

-
€ dr=lim—-2e '+ 2 Vi— _2:1 12

‘ \/E t—0
e_ﬁ

NG

lim
t—0

e_ﬁ

NZ

1 1
Donc l'intégrale / dx est convergente et on a / dr = —2e ' 4 2.
0 0
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1. Généralités sur les intégrales impropres Chapitre 2

400 e—\/i

dx
VL

Pour tout ¢t € [1,400], on a :

t —7T t oz
/ ¢ dr= —2/ C dr= [—2e V7]l = —2e V4 2¢7!
L VT 1 2V

e Etude de

et

RN v
lim dr = lim —2e Vi+4 2! =2¢71,
t—+oo [y \/E t——+o00

e_ﬁ

NG

6_\/'5E

VT

——dx sont convergentes, alors

dr = 2e7 L.

+00 +0oo
Donc l'intégrale / dx est convergente et on a /
1 1

+oo o=V

e
e Conclusion : Les deux intégrales / ——dz et
o VT 1 vV

+o0o —/z
/ dx est convergente et on a
0

Vv
/0%06\/\;dx:/ \/_dx+/+oox

= L4242t =

Dans ce qui suit on considere les intégrales impropres en b.

2.1 Proposition (Linéarité)

Soient f et g deux fonctions localement intégrables sur [a,b] telles que les intégrales

b b
impropres / f(z)dz et / g(x)dx soient convergentes. Alors

b
1) L’intégrale / (f(x) + g(x))dx est convergente et on a :

/ab(f(x) + g(x))dz = /ab f(x)dx + /abg(x)dx.

2) Pour tout a € R, I'intégrale / af(xz)dx est convergente et on a :

a

baf(a:)d$ =a bf(x)dx
J J

Démonstration.
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1. Généralités sur les intégrales impropres === Chapitre 2

1) Pour tout t € [a, b, on a :

/at(f(:c) +g(x))dx = /at flx)dr + /atg(:c)d:c.

t t

tim [ (F(a) + g@)de = lim fum+/mﬁm

i=b J,
_ /f dx+/ o(2)da.
2) Pour tout « € Ret t € [a,b[, on a:

/ataf(x)dx = a/atf(x)dx

lim taf(:z: — lim a/f d:z::a/f

t—b a n—+o00

Ainsi

Par suite

b
Remarque 2.3 Comme conséquence de la linéarité, observons que si / f(x)dx converge et
a

b b
/ g(x)dz diverge, alors / (f(z) + g(x))dz diverge.

2.1 Théoreme (Changement de variable)

N

Soit f : [a,b[— R une fonction localement intégrable sur [a,b[(—o0 < a < b < 400), et
¢ : [, B[— [a, b] une fonction de classe C' et monotone sur [, B[(—oo0 < a < < +00),
tels que p(a) = a et }mﬁl ©(t) = b. Alors les intégrales

—

[rwar w0 [ semgan

sont de méme nature, et en cas de convergence on a

b B
l/f@ﬂw:/mﬂﬂﬂwﬁﬂt
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1. Généralités sur les intégrales impropres === Chapitre 2

1
xIn(x)
1

La fonction x — ThE) est continue sur |e, +00

En utilisant le changement de variable x =

“+00
Exemple 2.6 Soit l'intégrale /

[, donc localement intégrable.
e', dr = eldt, on trouve que les intégrales

)

+0o0 +oo
1 1 .
dx et —dt ont la méme nature, et comme
. zln(x) .t

+o0
/ %dt: lim [In(¢)]{ = lim In(T)—In(1) = 4oo0,
1

T—+o00 T—+o00

+oo
donc divergente, alors / ———dx est divergente.
. xlIn(x)

2.2 Proposition (Intégrales de Riemann)
Soit a € R.

+oo
1) L’intégrale / —dx converge si et seulement si a > 1.
1T

1
1

2) L’intégrale / —dx converge si et seulement si a < 1.
0T

Démonstration.

1) Soit t € [1,400], on a :

t tlfa_l .

1 —_ sia# 1,

—ad:c = 1-a ?é
I In(t) sia =1,

donc
t 1 :
1 — sia>1,
lim —dy = { 7!

o .
fotooJy T +oo sia <1,

+oo
alors l'intégrale / —dx converge si et seulement si o > 1.

x
2) Soit t €]0,1], on a :

4l .
1idx: —llia sia#1,
¢ T —In(t) sia=1,
donc
1 1 :
1 — sta<1
lim —adx ={ 1@ ’
20y T 400 sia>1,
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2. Intégrales impropres des fonctions pos1t1fs‘—{7/ Chapitre 2

alors l'intégrale / —dx converge si et seulement si av < 1.
x

| |
“+00

1
Remarque 2.4 L’intégrale / —dx est divergente car
0

+oo 1 +o0 1
/ —dx—/ —dm—i—/ —dx
0 1

1

N 1 e
ou / —dx converge pour o < 1 et / —dx converge pour o > 1.
o ¥ o X

b
On vient de voir qu'une fois la primitive associée a l'intégrale impropre f(z)dz est

explicitée alors on peut déduire la nature de cette intégrale, il suffit de calculer une limite de la
primitive, mais malheureusement c’est pas facile de trouver I’expression de celle-ci, par exemple

22

le cas de la fonction x +— e . Comme pour les séries numériques, il faut concevoir d’autres

criteres qui nous permettent de déterminer la nature d’une intégrale généralisée.

2.2 Intégrales impropres des fonctions positifs

2.2 Théoreme (Majoration)

\

Soit f une fonction positive et localement intégrable sur [a,b]. Alors la fonction F(t) =
t

f(z)dz définie sur [a, b| est croissante et I'intégrale / f(x)dx converge si et seulement

si Ia fonction F est majorée. De plus, on a

Vt € [a, b, /f

cos®(x)

dx.

+o00
Exemple 2.7 Soit l'intégrale / 5
1 x

cos (:E)

La fonction z — est positive et continue sur [1,+oo[, donc localement intégrable.

Pour tout z € [1, +oo[, on a:

donc pour tout ¢ € [1, 400,
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2. Intégrales impropres des fonctions positifs§u@ Chapitre 2

cos*(z)

“+o0o
Alors d’apres le théoreme de majoration / dx est convergente.
1

T2

2.2.1 Regle de comparaison

2.3 Théoreme (Regle de comparaison)

Soient f et g deux fonctions positives et localement intégrables sur [a,b] telles que

Vo € [a,b], 0 < f(z) < g(x). Alors

1) si I'intégrale / g(x)dx converge, alors I'intégrale / f(z)dx converge.

b
2) si l'intégrale / f(z)dz diverge, alors I'intégrale / g(x)dx diverge.

+o00 1
Exemple 2.8 Soit l'intégrale / —————du.
1 xrta+1

La fonction z — est positive et continue sur [1,4o00], donc localement intégrable.

1
z2+z+1
Pour tout = € [1,+00], on a :

0< 1 < 1
24+x+1 " 22

12

+00
/ —dx est une intégrale de Riemann convergente, alors d’apres le critere de comparaison
1

+o00

1

/ —————dx est convergente.
1 xr+ar+1

2.2.2 Regle d’équivalence

2.4 Théoreme (Regle d’équivalence)

Soient f et g deux fonctions positives et localement intégrables sur [a,b| telles que

b b
hII}) g(g = 1. Alors les intégrales / f(z)dz et / g(x)dx sont de méme nature.
T—r a a
+0o0
t
Exemple 2.9 Soit l'intégrale / Mdm.
1 ¢+ 1
La fonction z — %ffs) est positive et continue sur [1,4o00], donc localement intégrable.

Au voisinage de +oo, on a :

arctan(z) 5 _ T
—5 1 ~ieo 5 car lim arctan(z) = .
x?+1 X T—+00 2
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2. Intégrales impropres des fonctions positifs§u{7/ Chapitre 2

+oo ™
/ %dm est une intégrale de Riemann convergente, alors d’apres le critere d’équivalence
.z

/+oo arctan(z)
1

dx est convergente.
x?+1

1 =z
Exemple 2.10 Soit l'intégrale / € da.
0 x

La fonction z — % est positive et continue sur |0, 1], donc localement intégrable.
Au voisinage de 0, on a :
e’ 1

— ~p — car lime® = 1.
X x z—0

1 1z
- . . N s ;. €
/ —dz est une intégrale de Riemann divergente, alors d’apres le critere d’équivalence / —dx
o T o T

est divergente.

2.2.3 Regle de Riemann

2.5 Théoreme (Regle de Riemann)

Soient f : [a,+oo[— RT une fonction positive et localement intégrable et a > 0, )
+oo
1) S’ existe a > 1 tel que lir+n xf(x) = 0, alors I'intégrale (x)dz converge.
T—r+00 a
+oo
2) S’il existe a < 1 tel que lim z®f(x) = +o0, alors l'intégrale (x)dz di-

r—-+00
verge.

+00
Exemple 2.11 Soit l'intégrale / e " dx.
1

. 2 oy . . ,
La fonction  — e~ est positive et continue sur [1, +oo[, donc localement intégrable.
On a:
2
: a2 .
lim 2% = lim — = 0.
z—+00 r—+oo e¥

“+o0o
N N . 2
D’apres la regle de Riemann / e ¥ dx est convergente.
1

2.2.4 Intégrales de Bertrand

Les intégrales de Bertrand sont des intégrales impropres de la forme

Le théoreme suivant donne une condition nécessaire et suffisante de convergence de ces intégrales
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T

2.6 Théoreme ]
Soit (o, B) € R2. Alors

\

+oo d
1) L’intégrale / I converge si et seulement si (« > 1 et B € R) ou
s 2%(Inz)f

(a=1et>1).
:od
2) L’intégrale / ’ -
0

——— converge si et seulement si (« < 1 et § € R) ou (o =
x| Inx|?
letf>1).

2.3 Intégrales impropres des fonctions de signe quelconque

2.3.1 Convergence absolue et semi convergence

2.5 Définition |

, : . )
Soit f une fonction localement intégrable sur [a, b|.
b
1) On dit que lintégrale impropre / f(z)dz est absolument convergente si
b a
/ |f(x)|dz est convergente.
¢ b
2) On dit que 'intégrale impropre f(z)dz est semi convergente si elle est conver-
gente sans qu’elle soit absolument convergente.
2.7 Théoreme ] ~N
Toute intégrale impropre absolument convergente est convergente.
b b
/ |f(z)|dx converge:>/ f(z)dz converge.
a a

sin(z) s

+oo
Exemple 2.12 Soit l'intégrale /
1

22
La fonction z — Sl;# est continue sur [1,4o00], donc localement intégrable.

Pour tout = € [1,+00], on a :

sin(z) < i
x? | T a?
T L, _ T sin(x)
—dx est une intégrale de Riemann convergente, alors = dzx est absolument
1 x 1

convergente et donc convergente.
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3. Intégrales impropres des fonctions de sign == lconque

sin(x) e

+o0
Exemple 2.13 Soit l'intégrale /
1 x

sm(x)

La fonction z — est continue sur [1, +oo[, donc localement intégrable.

Pour tout ¢ € [1, —|—oo[ et par une intégration par parties, on obtient

- _Coiﬂ+:os(1)—/lt 0T e,

cos(z)
22

+oo
cos(x
< xil, donc / g )dx converge et
1 x

% cos(x)
5 dx est absolument convergente car
1

x
t +o00o
lim cos(x) dr = / _cos(x) dz.
1

t—+o0 Jq T2 xr2

Alors
Lsi t +oo
lim wdg; = lim _%(t) + cos(1) — / Cos(sc)dx — cos(1) — / cos(:c)dx’
1 1

t——+o0 1 xX t——4o00 3}2

+00 3

. sin(x

d’ou / ( )dx est convergente.
1 x

D’autre part, pour tout x € [1, +o0],

sin(z)| _ sin’(z) 1—cos(2z) 1 cos(23:)'

T - T 2x Y 2x

too 1 +0o0 2 +o0
Comme / —dx diverge et / cos( x)dx converge, alors /
1 2z 1 2x 1

% sin(z) ,
dx est semi-convergente.
1 x

sin(x)

dz diverge. Donc

2.3.2 Critere d’Abel
2.8 Théoreme (Critere d’Abel)

Soient f et g deux fonctions localement intégrables sur [a, b| telles que

1) f est positive et décroissante sur [a, b[ et hni f(z)=0.
T—

/a (o)

Alors / f(x)g(x)dx converge.

) IM >0, Vt € [a, ], < M.
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cos(x) I

+o0
Exemple 2.14 Soit l'intégrale /

. T
La fonction z — %@) est continue sur [1, +oo[, donc localement intégrable.
Posons f(z) =1 et g(z) = cos(z), on a :

1) La fonction f est positive et décroissante sur [1,+oo[ et liHIl) f(x)=0.
z—

2) Pour tout ¢ € [1,4o00[, on a :
t
/ cos(z)dx
1

/lt g(x)dx
= [[sin(2)]}| = |sin(t) — sin(1)|

< 2.

cos(x)

dx converge.

+o0o
D’apres le critere d’Abel, /
1 x

+oo
Exemple 2.15 Soit I'intégrale / cos(z?)dz.
1

La fonction o — cos(x?) est continue sur [1, +o0o[, donc localement intégrable.

2

+oo
En utilisant le changement de variable uw = x*, on trouve que les intégrales / cos(z?)dx et
1

% cos(u) .
du ont la méme nature.
1

2Vu

+o0 COS(U) . . 400 )
Comme / du converge d’apres le critere d’Abel, alors / cos”(z)dx converge.
1 1

2V/u

2.4 Fonction Gamma ['(z) d’Euler

2.3 Proposition

+oo
Soit a € R, alors I'intégrale impropre / t*le~tdt converge si et seulement si o > 0.
0

Démonstration.
Pour tout a € R, la fonction ¢ — t* e~ est positive et continue sur ]0, +o0c[, donc localement

intégrable et la convergence de I'intégrale dépend de la convergence de deux intégrales suivantes :

1 400
/ e tdt et / e tdt.
0 1

En 0, on a:
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1
donc l'intégrale / t*le7tdt converge si et seulement si o > 0.
0

En +oo, on a :

lim #*t*'e™" =0 pour tout a € R,
t——+00

+oo
d’apres la regle de Riemann / t*te7tdt converge pour tout a € R.
1

+oo
Finalement, 'intégrale / t*Le~tdt converge si et seulement si a > 0. m
0

2.6 Définition |
On appelle fonction Gamma d’Euler, la fonction T : 0, +0co[— R définie par :

+o0
[(z) = / t" e L.
0

Remarque 2.5 La fonction I' est de classe C* sur |0, +o00] avec

+o00o
vz €]0, 4+o00], Vk € N, T®(z) = / (Int)kt==te~tdt.
0

+o0
En particulier I"(x) = / In(t)t* ‘e tdt.
0

2.1 Propriétés

Pour tout x €]0,4+o00[ et n € N,

1) T'(z + 1) = 2'(x). En particulier T'(2) =T'(1) = /%O e tdt = 1.

2) T+ n+1) =2+ 1)@ +2)(z+ n)D(@).

3) D(n+ 1) = nl.

DT = VR

5) I'(n+3) =32

6) I"(1) = —v ou v = 0,5772156649... est la constante d’Euler-Mascheroni.
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2.5 Fonction Béta 5(p.q) d’Euler

2.4 Proposition

1

Soit (p,q) € R?, alors I'intégrale impropre / tP~H(1 — t)7'dt converge si et seulement
0

si(p>0etq>0).

Démonstration.
Pour tout (p,q) € R? la fonction ¢ — t?71(1 — ¢)?7! est positive et continue sur |0, 1],
donc localement intégrable et la convergence de l'intégrale dépend de la convergence de deux

intégrales suivantes :

1
/2 1 — )9 dt et / P11 — )9 dt.
1

0

En 0, on a:

—1 —1 -1 __
tp (1 — t)q ~0 tp - tl—_p,

1=

2

donc l'intégrale / tP~1(1 — )77 dt converge si et seulement si p > 0.

0

En 1, on a:

tp—l(l _ t)q_l ~q (1 _ t)q—l — ;
(1—t)t-a’

donc l'intégrale tP~1(1 — )7 'dt converge si et seulement si ¢ > 0.

MH\
>,

1
Finalement, I'intégrale / tP~1(1 — )97 dt converge si et seulement si (p > 0 et ¢ > 0). m
1
2

2.7 Définition ]
On appelle fonction Béta d’Euler, la fonction f3 : |0, +00[Xx]0, +oo[— R définie par :

1
ﬁ(p,q)zfo =1 —t)T .

2.2 Propriétés ]

Pour tout p,q > 0,
1) B(p,q) = B(q,p)-
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6. Récapitulatif des techniques de convergen =—= Chapitre 2

2) Bp.q) = E((Z)i(g)) :
9 800 = [ e

2.6 Reécapitulatif des techniques de convergence

Comme le premier chapitre, le schéma ci-dessus rassemble et résume les résultats de conver-
gence de ce chapitre.
Nature de f;f(a:)dx ]

|

{ La fonction primitive de } oui

f est-elle déterminable ?

[Convergence ou divergence par déﬁnition]

l non

oui

[ La fonction f est-elle positive ? ] [Régles de comaparaison, d’équivalence, ... etc]

l non

[ Nature de fab |f(x)|dz ]

|

[ fab | f(z)|dz converge? ] o, [f:f(x)dx converge]

l non
oui N
[ Est ce que f(x) = g(x)h(x)? J Regle d’Abel
non
( On se débrouille! )
fin.
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2.7 Exercices sur le chapitre 2
Exercice 2.1 Calculer les intégrales généralisées suivantes :
+00 +oo —/x
1 / du , 2. ¢ dr, 3, / In(z
o (+e)(l+e™) 0 Ve 0
+o0o 1 1 1 +o0o
4. / ix) 5. / @y, 6. /
1 x o (I1+x)? x ln(a:
oo +°° arctan(z) 2 cos(27)
7. e *dxr (n €N), 8. / ——=dx, 9. —dx,
/0 ( ) 0 14 22 0o +/sin(2z)
T dy
10. ——— (a>0, r>0).
o x(x+7)

Exercice 2.2 Etudier la nature des intégrales généralisées suivantes :

+0o0 1 +oo 1 +oo
1. —du, 2. / rln(@) 4, 3. /
1 v+ 1 o (241 0

+oo 0 1 1 +oo
4. / — b, 5. / sin [ — | dz, 6. / T,
o (et +1)Vx 0 x xln

+oo t oo 1 i
" / arctan(x) dr. 3 / + Sm(x)da:, 9 / n(1 + sin(z))dz.
0o 242047 o 1+Va? 2
Exercice 2.3 +o0
1) Etudier pour quelles valeurs du couple (o, ) € R? I'intégrale I (« / a1+ xﬂ o
converge. X

oo ]
2) Etudier pour quelles valeurs de n € N lintégrale I(n) = / n(x)dx converge et

] "
calculer I(n) dans ce cas.

+oo 1
3) Soit I(\) = dz. Montrer que I(\) converge pour tout réel \ et
) Soit 10) = [ s aue 1(0) converge p

calculer cette intégrale en utilisant le changement de variable ¢ = %

Exercice 2.4 (Concours 2013)

On considere les intégrales suivantes

I = /2 lnsin(z)de et J= /2 In cos(x)dz.
0 0

1) Montrer que l'intégrale I est impropre et qu’elle est convergente.
2) Calculer sin (g - t) et puis montrer que [ = J.
3) Montrer que [ 4 J = —™22 1 1.
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Exercice 2.5 Montrer que les intégrales suivantes sont semi-covergentes :

+00 oo e
1. / COS(I)dx, 2. / cos(z?)dxr (poser u = z?), 3. / 2? sin(a*)da.
1 vV 1 !

2.8 Corrigé des exercices sur le chapitre 2

Corrigé de I’exercice 2.1

1) La fonction x — ) est continue sur [0, +00[, on a donc a priori uniquement

1
Ote®)(1te ™)
un probleme en +oo.

Pour tout ¢t € [0, 4o00], on a :

t dx b 1 1 1 1
T —x - —de: B T - t+_’
o (14+e*)(14e ™) o (1+e€7) 1+e”], 1+et 2

alors
. ! dz . 1 1
lim = lim — + - =—.
totoo Jo (14+e*)(1+e %) totoo 14et 2 2
. oo dx +oo dx
L’intégrale est donc convergente et on a =
o (A+e)(l4e) o (A+e)(l4e)
1
5.
2) La fonction z — e:/? est continue sur |0, +oo[, on a donc a priori des problémes en 0
et en 400.
1,V

e Etude de/ dz :

0oV

Pour tout ¢t €]0, 1], on a :

1z -
/ ¢ dr= —2/ ¢ do = [~2e Vo]l = —2¢7' 4 2¢7V?
¢ VT ¢ 2V

et

L ,—Va
lim/ dr = lim —2e '+ 2e Vi = —2¢7 1 + 2.
t—=0 J, \/E t—0
Donc 1 e [
onc 'intégrale /
0 VT

6_\/5

NG

de = —2¢~ ' + 2.

1
dx est convergente et on a /
0
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Biude de [ © 4
e Etude de T
RV
Pour tout ¢t € [1,4o00[, on a :
t —x t VT
/ ¢ dr= —2/ ¢ do = [—2e V7] = —2¢ VP 4 2¢71
1 VT 1 2V
et
. o . B ,\/{ -1 _ 1
an f St R A
oo — +o00 6—\/:? .
Donc l'intégrale / dm est convergente et on a / dr = 2e .
1 vV 1 vV

~+o00 67\/5
dx et / dxr sont convergentes,
1

NG

e Conclusion : Les deux intégrales /
0

N

+oo ,—vx
alors / dx est convergente et on a
0

z
/OJFOOG\/?dx _ / \/_dx+/+oo e

= 112427t =

3) La fonction x — In(z) est continue sur |0, 1], on a donc a priori uniquement un probléme
en 0.

Pour tout ¢ €]0, 1], en intégrant par parties, on trouve

/tln(m)dm—[xln() 2! = —1— tIn(t) +

alors
1
lim [ In(x)dr =lim—1—¢ln(t) +t = —1.
t—0

t—0 ¢

1 1
L’intégrale / In(x)dx est donc convergente et on a / In(x)dx = —1.
0 0

4) La fonction z — lnx(;” ) est continue sur [1,4+00], on a donc a priori uniquement un

probléeme en +o00.

Pour tout ¢ € [1,+o00[, en intégrant par parties, on trouve

[ [ [ [ e
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alors
“1 1 1
lim n(f)dx: lim —ﬂ——%—l:l.
t—+oo Jq €T t——+o0 t
+o0 1 +o0 1
L’intégrale / n(;v ) dx est donc convergente et on a / L;lc)dﬂl: =1.
1 z 1 Zz
5) La fonction z +—— % est continue sur ]0,1], on a donc a priori uniquement un
probleme en 0.
Pour tout ¢ €]0, 1], en intégrant par parties, on trouve
1 r 1 1
1 1 1
[y [ n(x)} Y ——
¢ (1+x)? | 1+, . o(l+x)
1 oottt
= |- () + / - = dz
I1+zx], v 14z
- 1 1
- - 1n§_x; +In(z) — In(1 + :E):| t
— 1 1
_ [zin() In(1 + x)]
| 1+ ;
tIn(t)
= —In(2)——>+In(1+¢
0(2) - 52 (1 +0),
alors
1
, In(x) _ tIn(t)
1 1
1 1
L’intégrale / n(x) dx est donc convergente et on a / n(z) dx = —In(2).
o (I+2) o (1+2)°

6) La fonction x —— ﬁ(w) est continue sur [2,4o00[, on a donc a priori uniquement un
probleme en +oc.

Pour tout ¢t € [2,400], on a :

o - = L =1Inln(t) — Inln
/2 da:—/2 ln(x)dx—[lnln(:c)]zfl In(t) — Inln(2),

xIn(z)

alors

¢
1
lim /2 :Uln(a:)dx = lim Inln(¢) — Inln(2) = +o0.

t——+o0 t——+o0

+oo
L’intégrale /
2

dzx est donc divergente.
zIn(z)
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7) Pour tout n € N, la fonction z — 2"e™* est continue sur [0, 4o00[, on a donc a priori
uniquement un probléeme en +o00.

En intégrant par parties n fois, on trouve

n
n!
e dr = — —zke®,
k!

k=0
donc
—+o0 t
/ e "dxr = lim e Tdx
0 t—+o0 0
n! B
= lim —g — ke
t——+o0 '
k=0 0
= lim — —the t 1l =n!
t—+o00 !
k=0

arctan(z)

8) La fonction z — =5

est continue sur [0, +oo[, on a donc a priori uniquement un
probleme en +oo.
Pour tout ¢t € [0,4o00], on a :

t

/0 —arlc jnx(f)dx = {5 arctanz(ﬂl?)] , =3 arctan®(t) — BY arctan®(0) = B arctan®(t),

alors

t 2

1 1
lim / arctan(e) o Laretan?(t) = =
totoo o 14 22 t—+o0 2 8

arctan(x) 2

dr =

1+ 22 8

+00 +oo

arctan(x

L’intégrale / —( )dx est donc convergente et on a /
0 1 + SU 0

cos(2x) . ™ . N
TG est continue sur ]0, 7[, on a donc a priori des problemes en 0

9) La fonction x —
et en 7. )
B 2
cos(2x) .
\/sin(2x)

Pour tout ¢ €]0, 7], on a :

e Etude de

_cos(2z) 1 2cos(2z)

V/sin( 2x ¢ 24/sin(2z)

dz = [ sin(Qx)}er —1— \/sin(20)

t

i 2
fim [ i /e = 1.

t—0 t / Sln 21' t—0
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2 i 2
Donc l'intégrale Mdm est convergente et on a / Mdm =1
\/sin(2x) 0 sin(2z)
rd 2
e Etude de Mdz
\/sin(2z)
Pour tout ¢ € [4,5[ on a :
(2x) ¥ 2cos(2 t
_cos(z) —CO?( ?) dr = [ sin(2$)] = /sin(2t) — 1
= /sin( 2x = 24/sin(2z) I
et
' cos(27)
hm ————dx = lim +/sin(2t)
= /sin(2x) t=3
3 2 3 2
Donc l'intégrale —COS( 7) dz est convergente et on a —COS( ?) =—1.
\/sin(2x) \/sin(2x)
(2 3 o)
e Conclusion : Les deux intégrales cos(2z) ———=dz et COS( 2) ———=dx sont conver-
\/sin(2z) \/sin(2z)
tes, alors [+ 8D o fe et
gentes, alors —————=dx est convergente et on a
0 +/sin(2x)
2 cos(2x) _cos(2z) 2 cos(2x)
——=dr = ——dx
V/sin(2x) V/sin( 21’ = \/sin(2x)

= 1—1—0.

10) La fonction z — —1— est continue sur [a, +oc[, on a donc a priori uniquement un
z(z+r) ) )

probleme en +oc.

Pour tout z € [a, +oo[, on a :

1 l4z—z 14z z 1r 1
z(z+7r)  wzx+r)  xzx+r) xl@+r) rlr w+r]’

Alors, pour tout t € [a, +00[

to 1 ("1 1
[omte = 2 [ 1
o x(z+7) T Jo * TA4T

) ()]
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et

) t 1 . 1 t a 1 a
lim ——dx= lim - |In —1In = ——1In .
totoo J, x(x +7T) t—+oo T t+r a-+r T a—+r

e oo 1 oo 1 1 a
L’intégrale —— dx est donc convergente et on a ——dr=——1In
o zlx4r) a

Corrigé de ’exercice 2.2

1) La fonction x — W est continue sur [1,+oc[, on a donc a priori uniquement un
probleme en +oc.

Pour tout = € [1,+o0], on a :

donc

v+ 1 oo g2

“+oo
/ — dx est une intégrale de Riemann convergente (o = 2 > 1), alors d’apres le critere
x
1 . X

1 Va2 +1

zln(z)
2+1)2

d’équivalence dx converge.

2) La fonction z — @ est continue sur ]0, +oo[, on a donc a priori des problemes en

0 et en +o00.

1
e Etude de/ Md:ﬂ.
o (x2+1)?
On a :
zIn(z)
Az~
1
1
donc l'intégrale / (:c n<?)2da: converge.
0
, Too ]
e Etude de/ x2n( ?) dz.
1 (22 + 1)
On a :
xIn(z) _ rln(x) 1
(@2+1)2 2t (14 )2
In(z) 1
oo a3 T w3n~Y(z)
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+o0 1
/ ——————dx est une intégrale de Bertrand convergente (a =2 > 1, = —1),
1 23nT ()

+o0
xIn(x
alors d’apres le critere d’équivalence / ( (z) dx converge.
1

22+ 1)2

1 +o00
1 1
e Conclusion : Les intégrales / L(%)daﬁ et / vln(z) dz sont convergentes,
o @+ 1P @+ 17

x2+1)
+o0 1
on en déduit que l'intégrale / J;H—(x)d:c converge.
0 (Z‘ + ].)2

3) La fonction x —— e~ est continue sur [0, 4+00[, on a donc a priori uniquement un
probléeme en +o00.
On a:

. 2
lim z%e™® =0,
T——+00

+oo
d’apres la regle de Riemann, / e dx converge.
1
1
Puisque l'intégrale / e~ dx ne pose pas de probleme (intégrale d’une fonction continue
0

+oo
sur le segment [0, 1]), par la somme on a que / e dr converge.
0

4) La fonction z — NG est continue sur |0, +00[, on a donc a priori des problemes en

xS
(z441
0 et en +o00.

. 1 5
e Etude de ———dx.
/0 (x* 4+ 1)/x
On a:
5
lim —— = =0
:clir(l) (1}4 + 1)\/5 ’
1 25
donc l'intégrale —————dx converge.
8 /0 (@ + 1)y &
, +o0 175
e Etude de ———dx.
/1 (x* 4+ 1)/x
On a:
x° B x° 1
'+ 1)z Wrl+h
25
Ry V.
+oo
Vzdr est une intégrale de Riemann divergente (o = ’71 < 1,), alors d’apres le

1
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400 5
critere d’équivalence / v
(@)

1 l‘5

e Conclusion : Puisque / (

o (x*+1)/x
+o0 $5
en déduit que 'intégrale ——dx diverge.
q & /0 (@ + 1)z &

dx diverge.

5

+oo
dx converge et / ( dx diverge on
1

1
T

5) La fonction x — sin( ) est continue sur ]0,1], on a donc a priori uniquement un
probléme en 0.

Pour tout = €]0, 1], on a :

1
sin <—)‘ <1,
T

1
L’intégrale / dx converge, donc par le théoreme de comparaison des fonctions posi-
0

1 1
1 1
tives, l'intégrale / sin (—) ‘ dx converge et donc l'intégrale / sin (—) dx converge
0 0

T T

également.

6) La fonction z —— est continue sur [2,4+o00[, on a donc a priori uniquement un

1
zIn?(x)
probleme en +oc.

Pour tout ¢ € [2,+0o0[, on a :

[ = [ i = [atal, =i vt

alors

Y /t Loy L1 1
im r= lim — :
t>+o0 Jy x1n®(2) t—+oo In(t) In(2) In(2)
+oo

L’intégrale /

2

7) La fonction z —

5—dx est donc convergente.
zIn®(x)

arctan(z)

s ©st continue sur [0, 400, on a donc a priori uniquement un

probleme en +oc.

Pour tout = € [0,4o0[, on a :

arctan(z)
T2+ Tr+2 7 142

SIE
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+o0 7r 2
5 T T T ™
Or, dr = arctan(z)]T™® = = x = = — donc convergente, d’apres le
/0 e 2 | (@)l 27927 1 & P
L : +°arctan(z)
théoreme de comparaison ————— converge.
o X2+ Tr+2

8) La fonction z — H:‘—;g%) est continue sur [0, +oo[, on a donc a priori uniquement un

probleme en +oc.
Pour tout = €]0,4o00[, on a :
0 < LHsin@) 1 + sin(z) < 2

T 14 Ve o
+oo
/ —dz est une intégrale de Riemann convergente (o = % > 1), alors d’apres le
1 X2
. _ 1 + sin(z)
critere de comparaison —
1 1+ Va3

1 .
1
Puisque l'intégrale / + sin(z)

o 1++vua3

continue sur le segment [0, 1]), par somme on a que / + sin(x)

0 1+ Va3

%,0], on a donc a priori uniquement

dx converge.
dx ne pose pas de probleme (intégrale d’une fonction

dx converge.

9) La fonction  — In(1+sin(z)) est continue sur | —

un probleme en —7.
0 3
In(1+sin(z))dx et/ In(1—cos(u))du

Posons u = x+ 7, on trouve que les intégrales /
0

i
2

3
sont de méme nature. Or, 'intégrale / In(1 — cos(u))du a un probleme en 0.
0
Au voisinage de 0, on a cos(u) =1 — “72 + o(u'), donc

In(1 —cos(u)) = 1H(% + o(u'))

1

= In(u?) + ln(§ + o(u?))

= 2In(u) + In( + o(u?))
= 2In(u) (1 + %)
~o 2In(u).

™

1 2
/ In(u)du converge, d’apres le théoreme d’équivalence / In(1 — cos(u))du converge.
0

0
0

Par conséquent / In(1 + sin(x))dx converge.

jus
2
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Chapitre 2

Corrigé de l’exercice 2.3

1) Pour tout o € R et § € R, la fonction z — f(z) = m est continue sur |0, +o0],
on a donc a priori des problemes en 0 et en +o0.

+oo
Pour étudie la nature de l'intégrale

f(x)dx, on cherche un équivalent simple en 0
0
et en +oo de la fonction f(z). Pour tout (o, 3) € R?, on a

1 1 1
= —_—— — X —
/() x*(1 4 xP) xe 1+ a8
1 » zP
zatB 1+ B

Donc on distingue trois cas selon le signe de 3. On peut résumer ce que ’on obtient dans
le tableau suivant :

condition de condition de condition de
f(z) ~o | f(z) oo convergence de convergence de convergence de
fol f(x)dx [ f(a)da [7°° f(a)da
(6 > 0
B>0 = —F a<1 a+p>1 a<1
o+ g>1
8=0 2; Qia a<1 a>1 diverge Va € R
’ﬁ <0
B<0| 3 = a+p<1 a>1 a>1
o+ g <1

2) /1+°° lnx(f)

+o0
d:zc:/
1

1

27 In"!(z)

N B>0eta<leta+f>1,
Alors I'intégrale / f(z)dx converge si et seulement si { ou
0

B<Oeta>leta+p<l1.

dx est une intégrale de Bertrand (o = n et § = —1),
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donc convergente si et seulement si n > 2. En intégrant par parties, on trouve

I(ﬂ):/lm ) )~ i /jln(x)dx: lim [—( In(z) ]t+ L

" t—+00 " t—+00 n—1)z"t], n-1J a»

, In(x) 1 !
= lim |- —
totoo | (n—1)ant  (n—1)2an1],

= lim — In(?) — ! + ! .
totoo  (n—1)tn=t  (n—1)%""1  (n—1)2

B 1

- (n—1p

3) Pour tout A € R, la fonction x — f(x) = m est continue sur |0, +o00[, on a
donc a priori des problemes en 0 et en +oc.
Pour tout A € R et z €]0,400[, on a :
1 1
0<J@) = a5 mas S 1142
7r
2

2

T N
= — donc convergente, d’apres le
4 3

+o0 1
Or, /0 1+x2da: = g[arctan(x)]aroo = g X
1

1 J(1+2%)

En posant t = %, on a xz = ¢ donc dr = —{z, et 'on obtient

400 t>\
) :/0 (1+)(1 +tk)dt'

dx converge.

+00
théoreme de comparaison 5
o (4=

Alors

I /\ —+o00 t/\ d —+o00 1 d
2 = t t
(V) /0 T+ (1+0) */0 TEDIE)

™

+o0 1
+o00
= /0 e dt = [arctan(t)];~ = 5

Corrigé de ’exercice 2.4

1) La fonction x +—— Insin(x) est continue sur ]0, 7], on a donc a priori uniquement un

probléeme en 0, pour la convergence de 'intégrale on a :

Insin(z) = In (msm(m)> = In(z) +In (Sin($)>

T T
In (sin(a}) )

In(x)

= In(x) |1+

~o In(z) car lim
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™

1 2
/ In(z)dz converge, d’apres le théoreme d’équivalence / In sin(x)dx converge.

0 0
2) Sachant que sin(a + ) = sin(a) cos(5) + cos(a) sin(f) pour tout a, 5 € R alors :

sin (g - t) = sin (g) cos(—t) + cos (g) sin(—t) = cos(t).

Pour montrer que I = J, on considere le changement de variables x = Z — ¢, on a :

2
t =% —x et dv = —dt, et 'on obtient

jus

2 0 e
I= / Insin(z)dr = —/ In sin <§ - t) dt
0 3
= /2 In cos(t)dt = J.
0

3) Calculons I + J

In sin(x dm+/2 In cos(z)dz = /2 [Insin(z) + In cos(z)] dz
0

0

I -
_ / In (sin(x) cos(z ))da::/021n (Sln(;x))dx

™ s

[+J =

[e=]

_ /0 In (sin(2z)) — In(2)dz = /0 " In (sin(2z)) dz — /0 " In(2)dz
_ /0 In (sin(20)) dz — = In(2)

Considérons en premier lieu, le changement de variable t = 2z alors :

2 1

/ In(sin(2z))de = - /0 " (sin(t)) dt

0 2

_ % /0 “In (sin(t))dtJr% / " In (sin(t)) dt
1

1 [ ,
= §[+§/g In (sin(t)) dt.

Considérons maintenant, le changement de variable u =7 —¢ on a :

x 0

/; In (sin(¢)) dt = — /0 In (sin(r — w)) du = /75 Insin(u)du = I.
D’ou

I+J:—gln(2)+[:>I:J:—gln(2).
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Corrigé de l’exercice 2.5
1) La fonction z — % est continue sur [1, +oo[, donc localement intégrable.
Posons f(z) = \/LE et g(x) = cos(z), on a :
e La fonction f est positive et décroissante sur [1, +o00| et lirré f(z) =0.
i d
e Pour tout ¢ € [1,+o0], on a :
t t
/ g(x)dx| = / cos(x)dx
1 1
= |[sin(z)]}| = [sin(t) — sin(1)|
< 2.
“+o0o
D’apres le critere d’Abel, cos(z) dx converge.
1V
D’autre part, pour tout z € [1, +o00|
cos(x)| _ cos*(x) 1+cos(2x) 1 N cos(2x)
NG NN S N WA
+o0 1 +0o0 2 +oo
Comme / ——dx diverge et / cos(2z) dx converge, alors / cos(z) dx di-
1 2V 1 2z 1 vV

“+o0o
cos(x )
verge. Donc / ( dx est semi-convergente.
1

NZ7
2) La fonction x — cos(x?) est continue sur [1, +oo], donc localement intégrable.

+oo
En utilisant le changement de variable u = 22, on trouve que les intégrales / cos(x?)dx
1

—+o0
cos(u
et / ( )du ont la méme nature.
1

2V/u

+00 too
cos(u) , 9 :
Comme du est semi-convergente, alors cos(z”)dx est semi-convergente.
1 1

2V/u

3) La fonction z — x?sin(x?) est continue sur [1, +oo[, donc localement intégrable.

+00
En utilisant le changement de variable u = 2*, on trouve que les intégrales / 2% sin(2*)dx
1

o0 sin(u)

1 A/ uB

+00 o3 +00
sin(u) , 2 . 4 .
Comme du est semi-convergente, alors x”sin(z")dx est semi-convergente.
1 1

4v/u3

et du ont la méme nature.
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