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 مقدمة 

 5  لاقتصاد القياسي ا مطبوعة بيداغوجية  في 

 

 : مقدمة 

دورها  ت يتجلى  حيث  الاقتصادية،  الحياة  مفاهيم  فهم  ي 
ف  أساسية  محطة  القياسي  الاقتصاد  دراسة  عتير 

ي فحص وتحليل الظواهر الاقتصادية بطرق منهجية ومنطقية. إن الاقتصاد القياسي يمثل  
الإطار الرئيسي ف 

اتيجية  ي تفسير سلوك الأسواق واتخاذ القرارات الاقتصادية الاسير
 .الذي يسهم ف 

ات    الاقتصاد القياسي يعتير كأداة للتنبؤ بالتحولات الاقتصادية حيث أن فهم العلاقات بير  المتغير
َ
كما أن

ات أخرى  يمثل خطوة أساسية نحو اتخاذ القرارات الاقتصادية الصائبة  ها على متغير  .الاقتصادية وتأثير

يعد فهم الاقتصاد القياسي أساسًا لفهم تفاعلات السوق وتحليل السياسات الاقتصادية، وهو مفتاح لاتخاذ 

توجيه   إلى  تهدف  المطبوعة  هذه  إن  والتجارة.  الأعمال  عالم  ي 
ف  اتيجية  الاسير فهم    الطلبةالقرارات  نحو 

ي هذا المجالال
 .مفاهيم والأسس الأساسية ف 

اتهي مجموعة  هذه المطبوعة     ماسير بالمدرسة أولى  لطلبة السنة  لمقياس الاقتصاد القياسي المقرر    محاض 

 . العليا للتجارة

، بدءًا من المفاهيم الأساسية مثل    تعرضسن ي هذه المطبوعة مواضيع مختلفة تتعلق بالاقتصاد القياسي
ف 

مخالفة وانتهاءً ب  والفرضيات اللازمة لتقديرهالنموذج الخطي البسيط والمتعدد  وناته ثم  ومكتعريف النموذج  

 وتمارين. كل هذه الدروس مزودة بأمثلة .  هذه الفرضيات وكيفية معالجتها 

ي بناء أسس قوية لفهم  لتكويننأمل أن تكون هذه المطبوعة إضافة قيمة ل
لتفاعلات  ا  الأكاديمي وتسهم ف 

 . الاقتصادية الحديثة 

ي على العنو   تعديلية أو تحسينيةافادتنا بأي ملاحظات  من مستعملىي هذه المطبوعة  الرجاء   
ون  يد الالكير ان الير

 :  .  a_hamadouche@esc-alger.dzالتالىي
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ي الفصل الأول: 
 
 الاقتصاد القياسي  مفاهيم أولية ف

 

ي هذ
 .  وفهم متطلباته وبعض مصطلحاته الاقتصاد القياسي  دراسة وصف طبيعةب هتم، نا الفصلف 

ء بنظرية من مجال   ي
حيث   – سواء كانت المحاسبة أو علم الاجتماع أو الاقتصاد    -  دراسة الباحثيبدأ كل سر

ي  يهتم  
ات المهمة ببعضها البعض. ف  الاقتصاد نعير عن أفكارنا حول العلاقات بير   حول مدى ارتباط المتغير

بير    العلاقة  عن  للتعبير  المثال،  سبيل  على  للوظيفة.  ي 
الرياض  المفهوم  باستخدام  الاقتصادية  ات  المتغير

𝐶   :      ، يمكننا كتابة (C)  والاستهلاك(R)دخل  ال = 𝑓(𝑅)ي الذي ي
أن مستوى الاستهلاك هو دالة تابعة    عن 

 للدخل.  

:  )سعر نوع من السيارات مثلا(  ما يمكن التعبير عن الطلب على سلعة فردية فمثلا   على النحو التالىي

𝑄𝑑 = 𝑓(𝑃, 𝑃𝑆, 𝑃𝑐 , 𝑅) 

ي أن الكمية المطلوبة،  و 
ي تعن 

وسعر السلعة     𝑃𝑆، وسعر السلعة البديلة لها    𝑃السلعة    دالة لسعر ، هي    𝑄𝑑النر

 : شكلالمعروض من سلعة زراعية مثل اللحم البقري على ال. يمكن كتابة  𝑅لها ومستوى الدخل    𝑃𝑐المكملة  

𝑄𝑠 = 𝑓(𝑃, 𝑃𝑐 , 𝑃𝑓) 

ي الإنتاج   cP  هو سعر اللحم البقري ،  P،    عروضةهي الكمية الم  𝑄𝑠حيث  
هو سعر المنتجات التنافسية ف 

هو سعر العوامل أو المدخلات )على سبيل المثال ، سعر الذرة(    𝑃𝑓( ، و  دجاج)على سبيل المثال ، سعر ال

ي عملية الإنتاج. كل من المعادلات المذكورة أعلاه هي نموذج اقتصادي عام يصف كيف نتصور 
المستخدمة ف 

ات الاقتصادية. النماذج الاقتصادية من هذا النوع توجه تحليلنا الاقتصادي.  ابط بها المتغير
ي تير

 الطريقة النر

ابطة،  ات الاقتصادية مير ي معرفة أن بعض المتغير
بالنسبة لمعظم مشاكل القرار أو الاختيار الاقتصادي، لا يكف 

أن نفهم المقادير المعنية. أي أننا يجب أن نكون قادرين  ،بالإضافة الى ذلك ،، يجب  بلأو حنر اتجاه العلاقة.  

ي متغير على متغير آخر. 
 على تحديد مقدار تأثير التغيير ف 

 الاجتماعية، يدور الاقتصاد القياسي حول كيفية استخدام النظرية والبيانات من الاقتصاد والأعمال والعلوم  

 . مختلف الأسئلة المطروحة ، للإجابة على ئيةدوات الإحصاالأ جنبا إلى جنب مع 
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1.   :  تعريف الاقتصاد القياسي

 العلاقات الاقتصادية. لاقتصاد القياسي فرع من فروع الاقتصاد يعالج تقدير ا ➢

كمية و ذلك باستعمال التحليل  والظواهر الاقتصادية بطريقة  الاقتصاد القياسي هو دراسة العلاقات   ➢

ي و الصياغة الرياضية. 
 الإحصان 

ي النظرية  ➢
الاقتصاد القياسي يعير كميا عن الارتباطات الممكن أن تكون بير  الظواهر الاقتصادية والنر

 تثبت وجودها. 

ات الاقتصادية و  الاقتصاد   ➢ ي تحدد المتغير
النظرية الاقتصادية تسمح بإعطاء الأفكار حول الطرق النر

ي تكون مقبولة. 
ي و يضع كميا الارتباطات النر  القياسي يسمح بالتحقق التجرينر

معطيات زمنية  –موضوع الاقتصاد القياسي هو مواجهة نموذج اقتصادي بمجموعة من المعطيات   ➢

 ثم التحقق من مصداقيته.  -أو مقطعية أو مختلطة

 الاقتصاد القياسي فرع من فروع الاقتصاد يعالج تقدير العلاقات الاقتصادية.  ➢

 : الاقتصاد القياسي ملتفر ثلاث ميادين علمية ➢
                             الاقتصاد . 1

 

  

      الاحصاء . 3                                      الرياضيات. 2                                                  

رفض    أو  قبول  لإثبات  الميدان  ي 
ف  المتخصص  الاقتصادي  مراقبة  تحت  والتقدير  النمذجة  ي 

عملينر تتم 

ح كأن يكون موجب    : مثلا ف  ،النموذج قد تضع النظرية الاقتصادية قيودا حول أحد معاملات النموذج المقير

ية.  ي دالة الاستهلاك الكنير 
 و أصغر من الواحد كما هو الحال بالنسبة للميل الحدي للاستهلاك ف 
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ي . 2 الاقتصادي . 1
ي . 3 الرياض 

 الإحصان 

ي المجال، يعير عن ظاهرة  
متخصص ف 

النظرية  باستعمال  ما  اقتصادية 
العلاقة  طبيعة  توضح  أين  الاقتصادية 
ح  تشر ي 

النر ات  المتغير بير   والتأثير 
 الظاهرة. 

وح  1مثال مشر أو  مرتبط  الاستهلاك   :

 بواسطة بالدخل       

مرتبط  2مثال سلعة  على  الطلب   :

 بسعرها

بير    تربط  للنظرية  ية  جير علاقة  ح  يقير
ات تسم النموذج،   المتغير

الاستهلاك=   a *الدخل+  bمثال: 
 𝐶 = 𝑎 + 𝑏𝑦   

أو  b و  aحيث   المجتمع  معالم  تسم 
ونهدف  مجهولة  وهي  النموذج  معالم 

 لتقديرها

معالم    تقدير  يتم 
بإيجاد   عبارات  النموذج 
  bو  aقيم تسمح بتقدير 

عددية   قيم  اعطائها  ثم  
 من خلال البيانات. 

النموذج   تقييم  ثم 
 احصائيا. 

 

ات  .2  : تعريف النموذج والمتغي 

 تعريف النموذج   1.2

 : على أنهالنموذج يعرف          

ي شكل معادلة أو عدة   ➢
معادلات رياضية خطية أو غير خطية وقابلة للتحويل إلى تمثيل لظاهرة ما ف 

 قابلة للتحويل إلى خطية.  خطية أو غير خطية وغير 

ي تحديد الصيغة  ➢
حة ليست محددة تماما فانه يجب إدخال الخطأ ف  و بما أن العلاقة الرياضية المقير

 الحقيقية للنموذج الاقتصادي. 

 إن الخطأ يشمل:  ➢

ي النموذج  -       
ح الظاهرة المدروسة ولم تؤخذ بعير  الاعتبار ف  ات الممكن أن تشر  كل المتغير

ات الشارحة لها.  -         ي تحديد نوع العلاقة بير  الظاهرة المدروسة و المتغير
 الخطأ ف 

ات المدروسة أثناء جمع المعلومات  -                 . أخطاء القياس على المتغير

 النموذج يكون كما يلىي :           

𝑽𝑫 = 𝒇(𝑽𝑰𝑫) + 𝑬𝒓𝒓𝒆𝒖𝒓 

 

𝒀 = 𝒇(𝑿) + 𝜺 

- 𝑌  شعاع المتغير التابع ذو البعد(𝑛 ×  حجم العينة  𝑛حيث   (1

- 𝑋    البعد ذات  المستقلة  ات  المتغير 𝑛)مصفوفة  المستقلة    𝑘حيث    (× ات  المتغير عدد  يمثل 

ح  ي حالة وجود متغير واحد  𝑌المأخوذة لشر
𝑘) ف  = 1 ) 
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ي    𝑓(𝑋)شكل الدالة     -
يتم تعيينه اما عن طريق النظرية )محدد مسبقا( أو من خلال التمثيل البيان 

ات وقد يأخذ مثلا أحد الاشكال التالية:   للمعطيات الخاصة بالمتغير

:    -أ  𝑌الشكل الخطي = 𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝜀                   

ات(:    -ب  ي المتغير
بيعي )غير خطي ف  𝑌الشكل الير = 𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝑐𝑋2 + 𝜀        

ي المعاملات:    -ت 
𝑌الشكل غير الخطي ف  = 𝑎 +

1

𝑏
𝑋 + 𝜀 

( :   -ث  𝑌الشكل الأسي )غير خطي = 𝑒𝑎+𝑏𝑋+𝜀 

𝑙𝑛𝑌الشكل نصف اللوغاريتمي :  -ج = 𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝜀 

𝑙𝑛𝑌الشكل اللوغاريتمي :   -ح = 𝑎 + 𝑏𝑙𝑛𝑋 + 𝜀           

ات   2.2  تعريف المتغي 

أو  ا ➢ اقتصادية مشاهدة  قيم لظواهر  تمثل  ات  المباعة من لمتغير الكميات  مقاسة مثل: 

ان التجاري، سعر الصرف،  سلعة ما، سعر سلعة ما ،معدل الفائدة للاستثمار، رصيد المير 

نيت لدى الطلبة  الناتج الداخلىي الخام ،غياب الطلبة ، منطقة سكن الطلبة، تغطية الانير

 .... 

ات.  ➢  ان تقييم النتائج يتعلق بنوعية المتغير

ات: المشاكل الممكن  ➢  مصادفتها حول المتغير

معطيات   • استعمال  و  الخير   مبيعات  دراسة  مثلا  الملاءمة:  عدم  مشكل 

 خاصة بمبيعات البسكوت أو الفرينة 

 أخطاء القياس إما أثناء جمع المعطيات أو أثناء نقلها •

القياس: مثلا كمية مبيعات الخير  مقاسة بعدد   • ي تحديد  وحدة  
أخطاء ف 

 الوحدات المباعة أم برقم الأعمال

مشكل التمثيل: مثلا قياس فقط مبيعات المخابز دون مبيعات المساحات   •

ى  -الكير

ات: كمية، كيفية اسمية و كيفية ترتيبية.  ➢  قد تكون المتغير

ات:  ➢ ي الاقتصاد القياسي نمير  اصطلاحا بير  نوعير  من المتغير
 ف 
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تسم  • حها،  نشر أن  نريد  ي 
النر الظواهر  أو  الظاهرة  تمثل  ي 

النر ات  المتغير

التابعة ات  ةالمتغير المفشََ  ، وحة  المشر  ،Les Variables 

dépendantes(V à expliquer) 

تسم   • حها،  نشر أن  نريد  ي 
النر الظاهرة  ح  تشر ي 

النر ات  ات  المتغير المتغير

المفشة المستقلة الخارجية،  الشارحة،   ،Les Variables 

Indépendantes  

 :  مراحل بناء النموذج  .3

 مراحل: مر بناء النموذج بأرب  ع ي

 مرحلة توصيف وصياغة النموذج    1.3

ي  ت
ات المستقلة والتابعة، وتوقع نظري  من خلال  توصيف النموذج  هذه المرحلة بعن  تحديد المتغير

مسبق بقيمة اشارات المعلمات وتعد هذه المرحلة من أهم مراحل بناء النموذج، لأنها تقوم على 

لإيجاد   الاقتصادية  بالنظرية  يستعير   فخلالها  الاقتصادية،  المعرفة  من  وتمكنه  الاقتصادي  ة  خير

ين أو أكير   ي النموذج، لذا يقوم بوضع عدد من الفرضيات  العلاقات الدالية بير  متغير
تمهيدا لوضعها ف 

باستخدام  ي صيغة رياضية 
العلاقة ف  امكانية وضع  ات ويتوقف ذلك على مدى  المتغير تلك  حول 

 المعادلات والرموز. 

ات وحصرها عدديا الخطوة الأساسية على طريق صياغة النموذج أن كل  تعد عملية تحديد المتغير

ات أخرى وما يتصل بها من معاملات  ا واحدا بدلالة متغير ي النموذج تفش متغير
 . وثوابت المعادلة ف 

ي تتحدد بقوى تقع خارج    فإننا لذا  
ات الخارجية النر ات، الأولى وتسم المتغير أمام نوعير  من المتغير

ي تتحدد قيمها عن طريق النموذج، 
ات الداخلية النر ات فهي المتغير ي من المتغير

النموذج، أما النوع الثان 

ي المرحلة الثاني
ي يتم ف 

 من مراحل بناء النموذج.  ةأي تقدير معادلات النموذج والنر

 غمرحلة تقدير النموذج المصا    2.3

في هذه المرحلة يستتتت بالأ وات اار الريالتتتتلة ل الي  ال الة ال  يبا لة تيالتتتتلة   م ل ا  

ل ق ير يبلما  ا وقلم ع  ية اين أكثر صتتلا ال ق ير وتتللعا هي ةريقة المروبار ال تت ر  

 اال ي سن برف علل ا لاحقا.  (OLS)البا ية 
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 : مرحلة اختبار النموذج المقدر  3.3
بعد تقدير المعلمات لابد من تقييمها، واختبار دقة تقديرها باستخدام الأدوات والوسائل الاحصائية 

 . ناسبةالم

ان طريقة تقدير النموذج تتوقف على الاختبارات الاقتصادية والاحصائية والقياسية مع توفر جميع  

وبة بالمقدرات، وعندما تكون غالفرضيات الخاصة بنموذج الانحدار ومن ثم تحقيق الخصائص المر 

ي  
المقدرات سليمة تكون الاختبارات الاقتصادية والاحصائية سليمة، لأن تلك الاختبارات تعتمد ف 

تقييمها على قيم وتباين المقدرات السليمة، فيقبل النموذج باعتباره أفضل النماذج المختارة بعد 

 الاختبار. 

 مرحلة التنبؤ  4.3
لتطبيق بحث القياس الاقتصادي هو استخدام النموذج المقدر للتنبؤ بقيمة   الرئيسيةأحد الأهداف  

ات المستقلة من أجل التعرف على مسار الظاهرة المدروسة  ات التابعة استنادا الى قيم المتغير المتغير

ي وتطبيق نتائجها على المستقبل من 
ي المستقبل، حيث يعرف التنبؤ بأ نه تحليل بيانات الماض 

ف 

ي مناسب.  خلال استخ 
 دام نموذج رياض 
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ي يبي   مراحل بناء نموذج اقتصاد قياسي 
 الشكل رقم )1(: تمثيل بيان 

 وطرق الحصول على البيانات  البيانات  .4

علم  عمل  ي ي  
ف  من  الباحثون  هم  وغير علمالاقتصاد  ي 

ف  فيه   الباحثون  يتم  معقد  عالم  ي 
ف  الاجتماع 

ات ونادرا ما يتم الحصول عليها من تجربة مضبوطة. هذا يجعل  "ملاحظة" البيانات المتعلقة بالمتغير

 مهمة التعرف على المعايير الاقتصادية أكير صعوبة.  

اما  الاقتصادية  للعلاقات  المعروفة  غير  المعلمات  بتقدير  لنا  تسمح  ي 
النر البيانات  على  الحصول  يتم 

أو   التجريبية  الطرق  مثل بواسطة  بواسطة  تجميعية  بيانات  تكون  أن  يمكن  التجريبية كما  الطرق غير 

 البيانات الاقتصادية. 

النظرية

النمذجة

نموذجصياغة النظرية في شكل 

التقدير

تطبيبق النموذج على معطيات واقعية

ثبات النظريةا

النموذج المقدر يتوافق مع النظرية النظرية غير محققة

النموذج المقدر يتخالف مع النظرية

تعديل المعطيات

اعادة النظر في نوعية المعطيات 
المستخدمة

اعادة النمذجة

صياغة النظرية في شكل نموذج 
مختلف
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                                                                                                     التجريبية البيانات  1.4

من بير  الطرق للحصول على معلومات حول المعلمات غير المعروفة للعلاقات الاقتصادية ملاحظة  

يائية والزراعة، من السهل تخيل التجارب الخاضعة للرقابة.  ي ميدان العلوم الفير 
نتائج تجربة ما. فف 

زرع قطعا متش
ُ
ات التحكم الرئيسية ثم يلاحظون النتيجة. قد ت ابهة من الأرض يحدد العلماء قيم متغير

غير كميات الأسمدة والمبيدات المطبقة على كل قطعة أرض، 
ُ
مع مجموعة معينة من القمح، ثم ت

ي كل قطعة. يؤدي تكرار التجربة على  
ي نهاية موسم النمو بوشل القمح المنتج ف 

من   Nمع ملاحظة ف 

والملاحظة نادرة ملاحظة. مثل هذه التجارب الخاضعة للرقابة    Nقطع الأرض إلى إنشاء عينة من  

ي أنه يمكن  
ي ميدان الأعمال والعلوم الاجتماعية. يتمثل أحد الجوانب الرئيسية للبيانات التجريبية ف 

ف 

ي التجارب المتكررة للتجربة. 
ات التوضيحية عند قيم محددة ف   تثبيت قيم المتغير

ض أننا نهتم بالمبيعات الأسبوعية لسلعة معينة   ي من أبحاث التسويق. لنفير
أحد الأمثلة التجارية يأنر

ي لتسجيل السعر والمبلغ 
ي سوبر ماركت. عند بيع سلعة ما ، يتم تمريرها فوق وحدة مسح ضون 

ف 

ي الوقت نفسه ، يتم إنشاء سج
ي. ولكن ف  ي فاتورة البقالة الخاصة بالمشير

ل بيانات الذي سيظهر ف 

ي كل وقت يكون سعر السلعة وأسعار جميع السلع المنافسة لها معروفا ، بالإضافة إلى عروض  
، وف 

المتجر،  إدارة  التسوق من قبل  ي الأسعار وبيئة 
التحكم ف  يتم  القسيمة.  الحالية واستخدام  المتجر 

 ات "التحكم". لذلك يمكن تكرار هذه "التجربة" عدة أيام أو أسابيع باستخدام نفس قيم متغير 

ي العلوم الاجتماعية، لكنها نادرة بسبب الصعوبات  
هناك بعض الأمثلة على التجارب المخطط لها ف 

 ( ستار  تينيسي  وع  مشر مخططة هو  تجربة  على  بارز  مثال  وتمويلها.  تنظيمها  ي 
 Tennessee’sف 

Project Star  رياض من  الابتدائية  المدارس  أطفال  من  واحدة  مجموعة  التجربة  هذه  اتبعت   )

عام   من  بدءا  الثالث،  الصف  حنر  عام    1985الأطفال  ي 
ف  تعيير  1989وتنتهي  تم  التجربة،  ي 

ف   .

ة تضم   أنواع من الفصول: فصول صغير ي داخل المدارس إلى ثلاثة 
 17-13الأطفال بشكل عشوان 

طالبا، وفصول عادية الحجم مع مساعد مدرس بدوام   25-22م تضم  طالبا، وفصول عادية الحج 

المعل لمساعدة  تم كامل  الطلاب، كما  تعلم  ة على  الصغير الفصول  تأثير  تحديد  الهدف هو  م. كان 

ي اختبارات التحصيل. ستؤثر نتيجة هذه التجربة على السياسة  
قياسه من خلال درجات الطلاب ف 

 العامة تجاه التعليم لسنوات قادمة. 
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 البيانات غي  التجريبية    2.4

كة اوريدو    ي شر
من البيانات غير التجريبية نجد بيانات المسح. فمثلا يجري قسم التطوير والبحث ف 

ي والاتصال بها.  
، يتم اختيار الأرقام بشكل عشوان  ي

ي استطلاع هاتف 
استطلاعات عير الهاتف  للعملاء. ف 

ي مثل هذه البيئة، يتم جمع البيا
ات يتم تسجيل الردود على الأسئلة وتحليلها. ف  نات عن جميع المتغير

ي وقت واحد، والقيم ليست ثابتة ولا قابلة للتكرار.  
 ف 

يتم إجراء مثل هذه الدراسات الاستقصائية على نطاق واسع من قبل الحكومات الوطنية. على سبيل 

ي العام الحالىي  
مسح السادس يشمل جميع الأش الجزائرية  الهو  (RGPH 2022)المثال، المسح السكان 

ي للإحصائيات. يتم استخدام بيانات 
من قبل صانعي السياسات الحكومية   RGPHيجريه الديوان الوطن 

امج الحكومية.  ات مهمة للوضع الاقتصادي للدولة ولتخطيط وتقييم العديد من الير عير  كمؤشر والمشر

 كما أنها تستخدم من قبل الصحافة والطلاب والأكاديميير  وعامة الناس. 

 البيانات التجميعية  3.4

يمكن جمع البيانات على مستويات مختلفة من التجميع:              

ي يتم جمعها على وحدات صنع القرار الاقتصادي   (Micro-Data)البيانات الجزئية   ➢
النر

كات.   الفردية مثل الأفراد والأش والشر

البيانات الناتجة عن التجميع أو التجميع على الأفراد    (Macro-Data)الكلية  البيانات   ➢

 . ي
كات على المستوى المحلىي أو مستوى الولاية أو المستوى الوطن   أو الأش أو الشر

 وقد تمثل البيانات أيضا تدفقا أو مخزونا: 

ين خلال الرب  ع الأخير تدفق   ➢  
ة من الزمن، مثل استهلاك البي  لقياس ظاهرة ما على مدى فير

 .2020من عام 

ي تحتفظ    مخزون ➢
ي نقطة زمنية معينة، مثل كمية النفط الخام النر

ي شكل قياس ظاهرة ما ف 
ف 

ي  
ي صهاري    ج التخزين ف 

ي  2008نوفمير    1بها سوناطراك ف 
 1، أو قيمة أصول بنك الجزائر ف 

 . 2009يوليو 

 قد تكون البيانات كمية أو نوعية:          

ي يمكن التعبير عنها كأرقام أو بعض التحولات فيها،   -كمية   ➢
نتائج مثل الأسعار أو الدخل النر

 مثل الأسعار الحقيقية أو دخل الفرد. 
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اء أو لم    -نوعية   ➢ ي هي من حالة "إما أو". على سبيل المثال، قام المستهلك بشر
النتائج النر

وج.  وجا أو غير مير   
ي سلعة معينة، أو كان الشخص مير  يشير

 البيانات  أنواع  .5

 البيانات المقطعية   1.5

ي قد تكون أشخاص او عوائل أو بلدان تتغير قيم  
ات المستقلة بتغير الافراد النر المتغير التابع و المتغير

ي الشكل التالىي : 
 أو مؤسسات كما ف 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 بيانات زمنية    2.5

اتتتغير قيم المتغير التابع  ي أو  والمتغير
المستقلة بتغير الزمن الذي قد يكون يوم أو شهر أوثلانر

ي الشكل هو مبير   سداسي أو سنة كما 
: ف   التالىي

 المتغي  المستقل
xi 

Yiالمتغي  التابع t  االزمن 

1x 1y 1 

2x 2y 2 

3x 3y 3 
. . . 

tX tY t 
. . . 

TX TY T 

 

المتغير المستقل 
ix 

iYالمتغير التابع i الفرد 

1x 1y 1 

2x 2y 2 

3x 3y 3 
. . . 

ix iY i 
. . . 

nx ny n 
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 : زمنية)بيانات بانل( -مقطعيةبينات  3.5

ات المستقلة بتغير الزمن و الأفراد وذلك من أجل نفس العينة من ت تغير قيم المتغير التابع و المتغير

ي الشكل التالىي : 
ة زمنية معينة كما ف  ي فير

 الافراد ف 

ix tiYالمتغي  التابع i الفرد t الزمن 

1,t1x 1,t1y 1 

t1 

. . . 

i,t1x i,t1Y i 

. . . 

n,t1x n,t1y N 

1,t2x 1,t2y 1 
t2 
. 
. 
. 

. . . 

i,t2x i,t2Y i 

. . . 

n,t2x n,t2y N 

. . 1 . 
. 
. 

jT 

. 

. 

. . . 

i,tjX i,tjY i 

. . . 

. . n 

1,tTx 1,tTy 1 
. 

. 

. 

Tt 

 

. . . 

i,tTx i,tTY i 

. . . 

n,tTx n,tTy n 
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ي الفصل 
 : نموذج الانحدار الخطي البسيط الثان 

 

  . العلاقة بير  متغير  ن نماذج الانحدار تحاول ايجاد متوسط  ايعد الانحدار من أهم أدوات الاقتصاد القياسي

ي أول 
ات( الذي يتمثل ف  ات( المستقل.  تمثلالمتغير التابع، ومتغير آخر )أو متغير  المتغير )المتغير

:  أهداف تتمثل فيما  للانحدار     يلىي

ات المستقلة؛  -  الحصول على تقديرات معاملات المتغير

ات المستقلة على المتغير التابع - )على سبيل المثال ، تأثير الدخل على الاستهلاك   ،فحص تأثير المتغير

ي(؛ ي نظرية الاستهلاك الكي  
 ف 

ي(؛ -  التحقق من النظرية الاقتصادية )على سبيل المثال، نظرية الاستهلاك الكي  

المثال،   - سبيل  )على  للسياسات  تحليل  الدخلإجراء  سياسة  ي 
ف  ات  التغيير تأثير  أنماط على    كيفية 

 الاستهلاك(؛

ي المستقبل  -
 للتنبؤ أو التنبؤ بالمتغير التابع )على سبيل المثال، ما هو مستوى الاستهلاك ف 

 النموذج  .1

ين ن  ، حيث :  Yو  Xريد أن نضع علاقة إرتباط بير  متغير

✓ Y حه و يسم  يمثل  : بالمتغير التابعأيضا المتغير الذي نريد شر

(Dependent variable) Variable to be explained  

✓ X  هو المتغير الشارح و يسم بالمتغير المستقل 

                                 Explanatory variable (Independent variable)  

: نموذج الانحدار الخطي البسيط   يكتب على النحو التالىي

Yi = a + b 𝑋𝑖 + 𝜀𝑖  …… (1) 

✓ a  وb  هي معالم( coefficients) Parameters  ( .النموذج يراد تقديرهاb الميل :Slope  

 (   Constatnt: الثابت aو 

✓  𝜀 ي علاقة الانحدار ،  تمثل
ي تسم أيضا خطأ النموذج له دور مهم ف 

العبارة العشوائية و النر

نريد  ي 
النر الخطية  العلاقة  ي 

ف  الاعتبار  بعير   تؤخذ  لم  ي 
النر المعلومات  يضم كل  أنه  حيث 
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ح    Yو    Xوضعها بير    ات الممكن أن تشر و لم نأخذها بعير  الاعتبار،    Yأي كل ما يتعلق بالمتغير

 خطأ القياس ، وأيضا خطأ التقريب بالعلاقة الخطية. 

عينة   المعالم.   nمن  نستعمل  هذه  لتقدير  التوزي    ع  نفس  ولها  مستقلة  تلك    ملاحظة  عرض  يتم 

ي وقيم المتغير 
ي عمود ثان 

ي عمود وقيم المتغير التابع ف 
ي يبير  الأفراد ف 

ي جدول احصان 
الملاحظات ف 

ي عمود أخر كما هو مبير  بالجدول أدناه. 
 المستقل ف 

𝒀𝒊 𝑿𝒊 𝒊 
𝒀𝟏 𝑿𝟏 1 

𝒀𝟐 𝑿𝟐 2 

………. ………. ………. 

𝒀𝒊 𝑿𝒊 𝑖 

………. ………. ………. 

𝒀𝒏 𝑿𝒏 𝑛 

 

ي نضعها حول  bو   a(، 1ان خصائص مقدرات معالم النموذج) 
 ،   ،تعتمد بقوة على الفرضيات النر

  : الدخل  ب نهتم  مثال  بواسطة  الشهرية  النفقات  من  تفسي   عينة  نأخذ  ذلك  أجل  ومن   ،   10للعوائل 

ي الجدول رقم )( المداخيل و النفقات الشهرية  عائلات ونلاحظ عليها 
 .  كما هو موضح ف 

 عائلات  10( : مداخيل والنفقات الشهرية لـــ1رقم) الجدول

 

ي لهذه البيانات 
, 𝑅𝑒𝑣𝑖) أرسم التمثيل البيان  𝐷𝑒𝑝𝑖 ي   (  

ح النموذج المناسب لتمثيل العلاقة النر ، ثم اقير

ح النفقات الشهرية بواسطة المداخيل .   تشر

 

 

 

 

 i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10العائلة 

 Rev 260 240 220 200 180 160 140 120 100 80المداخيل: 

 Dep 147 145 135 145 120 118 80 90 88 55الشهرية:  النفقات 



ي 
الانحدار الخطي البسيط نموذج : الفصل الثان   

ي 
 
 19  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

 الحل: 

ي للثنائيات  2الشكل  رقم)
, 𝑹𝒆𝒗𝒊(: التمثيل البيان  𝑫𝒆𝒑𝒊)  ) 

 

 

 

 

ي لمعطيات العشر  
ين بالعلاقة الخطيةالتمثيل البيان   : التالية  عائلات يوحي بإمكانية تقريب العلاقة بير  المتغير

𝐷𝑒𝑝𝑖 = 𝑎 + 𝑏 𝑅𝑒𝑣𝑖 + 𝜀𝑖  … . . (2) 

الخط    حيث   عن  تنحرف  المداخيل  و  الشهرية  النفقات  بير   العلاقة  تجعل  ي 
النر ات  المتغير تمثل كل 

ي النفقات الشهرية من غير المداخيل
ي تؤثر ف 

ات النر  . المستقيم أي كل المتغير

 ( النموذج  نظرية  2ان  هناك  وانما  عائلات  العشر  لمعطيات  ي 
البيان  التمثيل  أساس  فقط على  ليس  ي 

مبن   )

  لتفسير الاستهلاك. 
 اقتصادية تدعم كتابته وهي نظرية كيي 

 فرضيات النموذج    .2

   تم بناء نموذج الاقتصاد القياسي تحت الفرضيات التالية : ي

ض أن تكون معاملات الانحدار )معلمات النموذج( ثابتة أو غير عشوائية بمعن  أن :    الفرضية الأول يفير

ض  أن  قيمها ثابتة عند أخذ عدة عينات   ي المعلمات  نموذج الانحدار  ، كما يفير
وقد يكون خطيا أو   ،خطي ف 

ات  ي المتغير
 . Xو  Yغير خطيا ف 

ات ix   -حيث:   ي ال تمثل المتغير
ض أنها غير عشوائية . مستقلة ف 

 النموذج و يفير

      -   iy ات التابعة وهي  تمثل ات عشوائية عن طريق الخطأ المتغير   وذلك كون، متغير

  𝑌 =  𝑓(𝜀)              أي الخطأ الوحيد على Y  هو ناتج عن عدم كفايةX ح  .  Y لشر

ي معدوم وتباين ثابت  : الفرضية الثانية
,0)        الأخطاء العشوائية لها توقع رياض  𝜎𝜀

2  )  𝜀𝑖 ∽   

0

50

100

150

200

0 100 200 300

D
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ي 
الانحدار الخطي البسيط نموذج : الفصل الثان   

ي 
 
 20  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

Homoscédasticité : ∀𝑖 ; 𝑉(𝜀𝑖)تباين الخطأ ثابت  • = 𝜎𝜀
2 

ي  •
𝐸(𝜀𝑖) خطاء معدوم : للأ  التوقع الرياض  = 0   . 

ات : الفرضية الثالثة ات 𝑥𝑖 المستقلة المتغير  ،   𝜀𝑖  العشوائية مستقلة عن المتغير

 
َ
𝑐𝑜𝑣(𝑥𝑖    أي أن  ; 𝜀𝑖) = 0  

𝑐𝑜𝑣(𝜀𝑖 = 0  الأخطاء استقلال   : الفرضية الرابعة , 𝜀𝑗)   

 non autocorrélation des erreursعدم ارتباط الأخطاء فيما بينها أي  

∼  الأخطاء العشوائية تتبع التوزي    ع الطبيعي   : الفرضية الخامسة 𝑁(0, 𝜎𝜀
2  )   𝜀𝑖 الاستغناء عن يمكن  .     

ة واستعمال خاصية التقارب نحو التوزي    ع الطبيعي  ةهذه الفرضي  ي حالة العينات الكبير
 ف 

 باستعمال طريقة المربعات الصغرى    تقدير معالم النموذج  .3

yiهتم بإيجاد مقدرات لمعالم النموذج   ن = a + b 𝑥𝑖 + 𝜀𝑖    ) أي نهتم   ،  ) النموذج الذي نريد تقديره

ي  
ي تعطينا أحسن خط مستقيم يمثل العلاقة بير   𝔟̂و   𝒶̂ بإيجاد عبارنر

 .yو  xالنر

ة يمكن أن يمثل تقديرا للعلاقات المفروضة بالمعادلة، و   إن أي خط مرسوم ما بير  هذه النقاط المنتشر

,𝑦̂𝑖= 𝒶̂ + 𝔟̂𝑥𝑖   , 𝒾 =1 ة التالية : ر قدميكون هذا الخط ممثلا بالعلاقة ال 𝑛̅̅ ̅̅ ̅        

 𝒙و    𝒚:تمثيل الخط المستقيم المقدر للعلاقة الحقيقية بي   (3الشكل رقم)

 

 

 



ي 
الانحدار الخطي البسيط نموذج : الفصل الثان   

ي 
 
 21  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

 𝒃 و 𝒂 إيجاد مقدرات للمعالم  1.3

ي تجعل مجموع مربعات   و    𝑎قيم  إيجاد  ن مبدأ المربعات الصغرى لإيجاد أفضل خط مستقيم هو  إ
النر

ي 
  أصغر ما يمكن أي : ) (la Somme des Carrés Résiduelles SCRالبوافر

             𝑆𝐶𝑅 = ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̂)
2 = ∑ 𝑒𝑖

2 = ∑(𝑦𝑖 − 𝑎 +  𝑏𝑥𝑖)
2 =min… (3)𝑛

𝑖=1 

𝑒𝑖حيث   ي وهي تمثل الجزء من المتغير التابع    
وح بواسطة    y تسم البوافر  الغير مشر

ط أن يكون   𝑎 وbهو قيم  (3) إن حل المعادلة ي بشر
ي تعدم المشتق الأول لعبارة مجموع مربعات البوافر

النر

ي موجب أي: 
 المشتق الثان 

{
 
 

 
 

   

𝜕𝑆𝐶𝑅

𝜕𝑎
= 0                      

𝜕𝑆𝐶𝑅

𝜕𝑏
= 0                         

𝜕2𝑆𝐶𝑅

𝜕𝑎2
 > 0 ,

𝜕2𝑆𝐶𝑅

𝜕𝑏2
  > 0

    ⇒ {
−2 ∑(𝑦𝑖 − 𝑎 −  𝑏𝑥𝑖) = 0 ⇒   ∑ℯ𝑖  = 0 

−2∑𝑥𝑖(𝑦𝑖 − 𝑎 +  𝑏𝑥𝑖) = 0 ⇒ ∑𝑥𝑖ℯ𝑖 = 0
 

⇒ {
∑𝑦𝑖 = 𝑛 𝑎 + 𝑏 ∑𝑥𝑖                      ……… (1)

∑𝑥𝑖𝑦𝑖 = 𝒶̂ ∑𝑥𝑖 + 𝔟̂ ∑𝑥𝑖
2      ………(2)

 

المعادلتير    )   2و    1إن  الصغرى  المربعات  ل طريقة  الطبيعيتير   بالمعادلتير    les equationsتسميان 

normales de MCO  ) 

          (1) ⇒   𝑎̂ =  
∑𝑦𝑖

𝑛
− 𝔟̂

∑𝑥𝑖

𝑛
= 𝑦̅ − 𝔟̂ 𝑥 ̅     ………(3)   

ي   )3(بتعويض 
 نحصل على :  ) 2(ف 

∑𝑥𝑖𝑦𝑖 = (𝑦̅ − 𝔟̂𝑥̅)∑𝑥𝑖 + 𝔟̂∑𝑥𝑖
2 

∑xiyi = (∑xi
2 − nx̅2) + ny̅x̅ 

𝔟̂ =  
∑xiyi−nx̅y̅

∑ xi
2−nx̅2

 =
∑(xi−x̅)(yi−y̅)

∑(xi−x̅)
2

………(4)   

ي بالنسبة للمعالم
ي لمجموع مربعات البوافر

 : أي وبما أن المشتق الثان 

 



ي 
الانحدار الخطي البسيط نموذج : الفصل الثان   

ي 
 
 22  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

  
𝜕2𝑆𝐶𝑅

𝜕𝑎2
= 2 > 0  ;   

𝜕2𝑆𝐶𝑅

𝜕𝑎2
= 2∑ 𝑥𝑖

2𝑛
𝑖=1 > 0 

ي  4و  3إن المعادلتير  ف
yiمقدرات المربعات الصغرى للنموذج :  تمثل عبارنر = a + b xi + εi          

:  {
 𝑎̂ =  𝑦̅ −  𝔟̂ 𝑥 ̅                           

 𝔟̂ =  
∑xiyi−nx̅y̅

∑ xi
2−nx̅2

 =
∑(xi−x̅)(yi−y̅)

∑(xi−x̅)
2

       

 كما يلىي :     bيمكن كتابة عبارة مقدر   :  ملاحظة 

 .1        𝔟̂   =
𝑐𝑜𝑣 (𝑥,𝑌)

𝑉(𝑥)
= r𝑥,𝑌

𝜎𝑌

𝜎𝑋
ين   r𝑋,𝑌حيث           𝑌 و𝑋: معامل الارتباط بير  المتغير

𝑥𝑖و𝑦𝑖 تسم  الانحرافات       ،   𝑦𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝑌̅  ،   𝑥𝑖 = 𝑋𝑖 − 𝑋 ̅  ∶ 𝔟̂   بحيث   =  
∑𝑥𝑖𝑦𝑖

∑𝑥𝑖
2       .2       

ي مثال  
ح لتمثيل العلاقة بير  النفقات   حسب: باعتبار معطيات المثال السابق، أتطبيفر

مقدرات النموذج المقير

 باستعمال طريقة المربعات الصغرى.  الشهرية والمداخيل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ي 
الانحدار الخطي البسيط نموذج : الفصل الثان   

ي 
 
 23  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

 (:الحسابات اللازمة لتطبيق طريقة المربعات الصغرى 4الجدول رقم)

(𝐱𝐢 − 𝐱̅)
𝟐 (𝐱𝐢 − 𝐱̅)(𝐲𝐢 − 𝐲̅) (𝐲𝐢 − 𝐲̅) 

 المداخيل 
Rev(x) 

الشهرية النفقات 
Dep(y) 

 iالعائلة 

8100 3123 34,7 260 147 1 

4900 2289 32,7 240 145 2 

2500 1135 22,7 220 135 3 

900 981 32,7 200 145 4 

100 77 7,7 180 120 5 

100 -57 5,7 160 118 6 

900 969 -32,3 140 80 7 

2500 1115 -22,3 120 90 8 

4900 1701 -24,3 100 88 9 

8100 5157 -57,3 80 55 10 

 المجموع  112,3 170 0 16490 33000

 

 ( المعادلتير   ي 
ف  المبينة  البسيط  الخطي  النموذج  لمعالم  الصغرى  المربعات  ي مقدرات 

(  3باستعمال عبارنر

ي الجدول رقم)( نجد ما يلىي م( أعلاه, وباستعمال نتائج الحسابات اللاز 4و) 
 : ة والمبينة ف 

 

{

 𝑎̂ =  𝑦̅ − 𝔟̂ 𝑥 ̅    = 11,23 − 0,499 ∗ 17 = 2,747                       

 𝔟̂ =  
∑ xiyi − nx̅y̅

∑ xi
2 − nx̅2

 =
∑(xi − x̅)(yi − y̅)

∑(xi − x̅)
2

=
16490

33000
= 0,499

 

 ومنه يمكن كتابة النموذج المقدر كما يلىي : 

𝑦̂𝑖= 𝒶̂ + 𝔟̂𝑥𝑖 = 2,747 + 0,499 ∗ 𝑥𝑖  

 :  نتائج المربعات الصغرى 2.3

 النتائج الهامة التالية: ند تطبيق المربعات الصغرى ، يمكننا استخلاص ع

,𝑥̅)يمر على النقطة   الانحدار إن خط  .1 𝑦̅) : 

∑𝑒𝑖 = 0 ⇒∑(𝑦𝑖 − 𝒶̂ − 𝔟̂𝑥𝑖) = 0 ⇒ 𝑦̅ = 𝒶̂ + 𝔟̂𝑥̅ 



ي 
الانحدار الخطي البسيط نموذج : الفصل الثان   

ي 
 
 24  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

ي غير مرتبطة بالمتغير المستقل:  .2
𝐶𝑜𝑣(𝑥𝑖البوافر , 𝑒𝑖) = 0 

                    ∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)(𝑒𝑖 − 𝑒̅) =
1

𝑛
∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅) 𝑒𝑖 𝐶𝑜𝑣(𝑥𝑖 , 𝑒𝑖) =

1

𝑛
 

                           = 
1

𝑛
∑𝑥𝑖 𝑒𝑖 −

1

𝑛
𝑥̅ ∑ 𝑒𝑖 =

1

𝑛
∑𝑥𝑖𝑒𝑖 = 0  

⟹ 𝑐𝑜𝑣(𝑥𝑖 , 𝑒𝑖) = 0 

ي مستقلة عن مقدر المتغير التابع   .3
𝐶𝑜𝑣(𝑦̂𝑖البوافر , 𝑒) = 0 

                    𝑐𝑜𝑣(𝑦̂𝐼 , 𝑒𝑖) =
1

𝑛
(𝑦̂𝑖 − 𝑦̅)(𝑒𝑖 − 𝑒̅)

1

𝑛
∑𝑦̂𝑖 𝑒𝑖 

                            = 
1

𝑛
∑(𝑎̂ + 𝔟̂𝑥𝑖)𝑒𝑖 = 0 

                  =  
1

𝑛
 (𝑎̂ ∑ 𝑒𝑖 + 𝔟̂∑𝑥𝑖 𝑒𝑖) = 0 

4. 𝑆𝐶𝑇 = 𝑆𝐶𝐸 + 𝑆𝐶𝑅               و𝑆𝐶𝐸 = 𝑏̂ ∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)(𝑦𝑖 − 𝑦̅) = 𝑏̂
2 ∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)

2 

 حيث : 

 

SCT   الكلية المربعات  مجموع 
 الانحرافات الكليةأو مجموع 

ي المتغير التابع
ي تحدث ف 

ات النر وتسم    Yمجموع المربعات الإجمالىي للتغير
ات الكلية  : أيضا بالتغير

𝑆𝐶𝑇 =∑(𝑦𝑖 − 𝑌̅)
2

𝑛

𝑖=1

 

SCE مربعات   مجموع
مجموع  الانحدار أو 

 الانحرافات المفشة 

ي جزء من تباين  
ه   Yيسم بمجموع مربعات الانحدار يعن  الذي تم تفس   ير

ي المتغير التابع 
ي تحدث ف 

ات النر بواس   طة الانحدار. إي الجزء من المتغير
المقدر  النموذج  بواس  طة  ها  تفس  ير تم  𝑆𝐶𝐸   : والذي  = ∑ (𝑦̂𝑖 −

𝑛
𝑖=1

𝑌̅)2 

SCR    ي
مجموع مربعات البوافر

مجموع   غير  أو  الانحرافات 
 المفشة 

، ي
 وهذا مؤش  ر للجزء الذي لم يفس  ر     ,مجموع مربعات  البوافر

 : بواس  طة  نموذج الانحدار          
   𝑆𝐶𝑅 = ∑ (𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖)
2𝑛

𝑖=1 

هان:   الير

          𝑆𝐶𝐸 =∑(𝑦̂𝑖 − 𝑦̅)
2

𝑛

𝑖=1

=∑(𝑎̂ + 𝑏̂𝑥𝑖 − 𝑎̂ − 𝑏̂𝑥̅)
2

𝑛

𝑖=1

=∑(𝑏̂𝑥𝑖 − 𝑏̂𝑥̅)
2

𝑛

𝑖=1

=∑𝑏̂2(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2

𝑛

𝑖=1

=∑𝑏̂

𝑛

𝑖=1

∑(xi − x̅)(yi − y̅)

∑(xi − x̅)
2

(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2 

𝑆𝐶𝑅  لدينا :                                                   = ∑ (𝑦𝑖 − 𝑎̂ − 𝑏̂𝑥𝑖)
2𝑛

𝑖=1           



ي 
الانحدار الخطي البسيط نموذج : الفصل الثان   

ي 
 
 25  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

                 𝑆𝐶𝑅   

=   ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅ + 𝑏̂𝑥̅ − 𝑏̂𝑥𝑖)
2
      ∶ ،  نحصل  على 

𝑛

𝑖=1

𝑦̅ − 𝑏̂𝑥̅       ب   𝑎̂  بتعوض   

            𝑆𝐶𝑅 = ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅ − 𝑏̂(𝑥𝑖 − 𝑥̅))
2
  

                  = ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅)
2 + 𝑏̂2∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)

2 − 2𝑏̂ ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅) (𝑥𝑖 − 𝑥̅) 

                  = ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅)
2 + 𝑏̂

∑(𝑦𝑖−𝑦̅)(𝑥𝑖−𝑥̅)

∑(𝑥𝑖−𝑥̅)
2

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2 − 2𝑏̂ ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅) (𝑥𝑖 − 𝑥̅) 

                 = ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅)
2 − 𝑏̂ ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅) (𝑥𝑖 − 𝑥̅) = 𝑆𝐶𝑇 − 𝑆𝐶𝐸 

 

 خصائص مقدرات المربعات الصغرى  3.3

 : اصية عدم التحي   خ . أ 

  𝑏و   𝑎مقدري المربعات الصغرى  لمعالم النموذج الخطي البسيط:   𝑏̂ و 𝑎̂ ليكن :  1النظرية 
َ
 ، أن

𝑎̂ و 𝑏̂   ان    𝑏و   𝑎 ل    مقدرات غير متحير 

هان :  :   𝑏ل       مقدر غير متحير    𝑏̂نقول أن المقدر   الير  اذا تحقق ما يلىي

𝑬(𝒃̂) = 𝒃 

ء بالنسبة  ي
 : اذا تحقق مايلىي  𝑎 ، نقول أنه مقدر غير متحير  للمعلمة    𝑎̂لمقدر  ل نفس السر

𝑬(𝒂̂) = 𝒂 

 لدينا 

{
𝑦𝑖 = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑖 + 𝜀𝑖
𝑦̅ = 𝑎 + 𝑏𝑥̅ + 𝜀̅

⟹ 𝑦𝑖 − 𝑦̅ = 𝑏(𝑥𝑖 − 𝑥̅) + (𝜀𝑖 − 𝜀)̅ 

                 : b̂ ي عبارة   
ف  𝑦𝑖 − 𝑦̅       نعوض  

𝑏̂ =
∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅) (𝑥𝑖 − 𝑥̅)

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2

= 
∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)[𝑏(𝑥𝑖 − 𝑥̅) + (𝜀𝑖 − 𝜀)̅]

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2
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    = b + 
∑(𝑥𝑖−𝑥̅)(𝜀𝑖−𝜀̅)

∑(𝑥𝑖−𝑥̅)
2

= 𝑏 +
∑(𝑥𝑖−𝑥̅)𝜀𝑖

∑(𝑥𝑖−𝑥̅)
2
    

     ⟹ 𝐸( 𝔟̂) = 𝑏 + 
∑(𝑥𝑖−𝑥̅)𝐸(ℰ𝑖)

∑(𝑥𝑖−𝑥̅)
2
= 𝑏 

⟹ 𝐸(𝑏̂) = 𝑏 

 لدينا: 

𝒶̂ = 𝑦̂ − 𝑏̂𝑥̅ =  𝒶 + 𝑏𝑥̅ + ℰ̅ − 𝑏̂𝑥̅ = 𝒶 + (𝑏 − 𝑏̂)𝑥̅ + ℰ̅ 

     = 𝒶 + (𝑏 − 𝑏̂)𝑥̅ + ℰ̅ = 𝒶 − (𝑏̂ − 𝑏)𝑥̅ + ℰ ̅ ⟹ 𝑎̂ − 𝑎 =  (𝑏̂ − 𝑏)𝑥̅ + ℰ̅ 

E(𝑎̂)ومنه:                                             = 𝑎                              

 التباينخاصية أصغر تباين   . ب

  BLUE: خاصية  2نظرية 

ين حيث أن لهما أصغر   âو  bإن مقدري المربعات الصغرى   ̂ هما أفضل مقدرين خطيير  غير متحير 

ة الأخرى. )    Best Linear Unbiasedتباين ممكن مقارنة مع بقية المقدرات الخطية و غير المتحير 

Estimator BLUE ) 

 مصفوفة التباينات لمقدرات معالم النموذج الخطي البسيط   .ت

 :   3النظرية    

كة ل    مقدرات المربعات الصغرى  -ان مصفوفة التباينات :  𝑏̂و   𝑎̂التباينات المشير  معطاة كما يلىي

𝑉 ((𝑎̂, 𝑏̂)) = (
𝑉(𝒶̂)           cov(𝑎̂, 𝑏̂)

cov(𝑎̂, 𝑏̂)         𝑉(𝑏̂)     
) =

(

 
 

𝜎2

𝑛
   

∑ 𝑥𝑖
2

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)2
          −

𝑥̅𝜎2

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)2
  

−
𝑥̅𝜎2

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)2
                

𝜎2

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)2
   
)

 
 

 

 حيث:        

𝑉(𝑎̂) =  𝜎𝑎
2 = 

𝜎2

𝑛
   

∑𝑥𝑖
2

∑(𝑥𝑖−𝑥̅)
2    ;     

𝑉(𝑏̂) =  𝜎𝑏
2 =   

𝜎2

∑(𝑥𝑖−𝑥̅)
2 ; 
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Cov(𝑎̂, 𝑏̂) = 𝜎𝑎.𝑏 = −
𝑥̅𝜎2

∑(𝑥𝑖−𝑥̅)
2
 

هان :   الير

𝑉(b̂) = E(b̂ − b)
2
= E [

∑(xi − x̅)εi
∑(xi − x̅)

2
]

2

 

          = 
∑(xi−x̅)

2E(εi
2)

[∑(xi−x̅)]
2

 = 
𝜎2

∑(𝑥𝑖−𝑥̅)
2
 

𝑉(𝑎̂) = 𝑉(𝒶̂ − (𝑏̂ − 𝑏)𝑥̅ + 𝜀)̅ =  𝑉(𝑏̂)𝑥̅2 + 𝒱(𝜀)̅ − 2𝑥̅𝑐𝑜𝑣(𝑏̂ − 𝑏, 𝜀)̅  

𝑉(𝑎̂) =
𝜎2𝑥̅2

∑(𝑥𝑖−𝑥̅)
2
+ 

𝜎2

𝑛
                ;  

𝐶𝑜𝑣(𝑏̂ − 𝑏, 𝜀)̅ =  لنبير  ان:       0

𝐶𝑂𝑉(𝑏̂ − 𝑏, 𝜀)̅ = E (𝑏̂ − 𝑏, 𝜀)̅ = 𝐸 [
∑(xi − x̅)εi
∑(xi − x̅)

2
𝜀]̅

2

− 𝐸(𝑏̂ − 𝑏)𝐸(𝜀)̅ 

⟹  𝑉(𝑎̂) =
𝜎2[𝑥̅2𝑛+∑(𝑥𝑖−𝑥̅)

2]

𝑛 ∑(𝑥𝑖−𝑥̅)
2

 =  
𝜎2∑𝑥𝑖

2

𝑛∑(𝑥𝑖−𝑥̅)
2
 =  

𝜎2

𝑛
[1 +

𝑛𝑥̅2

∑(𝑥𝑖−𝑥̅)
2
] =

𝜎2

𝑛
[1 +

𝑥̅2

𝒱(𝑥)
] 

 

𝑉(𝑎̂) =
𝜎2∑𝑥𝑖

2

𝑛2𝒱(𝑥)
 

   𝐶𝑂𝑉(𝑎̂, 𝑏̂)   = 𝐸[(𝑎̂ − 𝑎)(𝑏̂ − 𝑏)]  

                 = 𝐸[(−𝑥̅(𝑏̂ − 𝑏) + 𝜀)̅(𝑏̂ − 𝑏)] 

                 = −𝑥̅𝐸(𝑏̂ − 𝑏)
2
+ 𝐸[(𝑏̂ − 𝑏)𝜀]̅ 

                 = - 𝑥̅𝐸(𝑏̂ − 𝑏)
2
+ 𝐸[(𝑏̂ − 𝑏)𝜀]̅ 

                 = - 𝑥̅ 𝒱(𝑏̂) =  −𝑥̅
𝜎2

∑(𝑥𝑖−𝑥̅)
2
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 :  𝝈̂𝟐مقدر غي  متحي   ل   4.3

𝜎̂2بحيث :    𝜎̂2هو 𝜎2مقدر المربعات الصغرى الغير متحير  ل    =
∑𝑒𝑖

2

𝑛−2
=

∑ (𝑦𝑖−𝑦̂𝑖)
2𝑛

𝑖=1

𝑛−2
        

هان:   الير

SCR = ∑𝑒𝑖  لدينا: 
2 = ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅)

2  – 𝑏̂2∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2 

E (𝑆𝐶𝑅) = 𝐸 ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅)
2
− 𝐸(𝑏̂)

2
∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)

2 

 كما نعلم أن : 

𝑦𝑖 − 𝑦̅ = 𝑏(𝑥𝑖 − 𝑥̅) + (𝜀𝑖 − 𝜀)̅ 

∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅)
2 = 𝑏2∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)

2 +∑(𝜀𝑖 − 𝜀)̅
2 + 2𝑏∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)(𝜀𝑖 − 𝜀)̅ 

E[ ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅)
2] = 𝑏2∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)

2 + 𝐸[ ∑(𝜀𝑖 − 𝜀)̅
2] + 2𝑏∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)𝐸(𝜀𝑖 − 𝜀)̅                                               

= 𝑏2 ∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2 + 𝐸( ∑ 𝜀𝑖

2 − 𝑛𝜀̅2) + 𝑛𝜎2 − 𝑛[𝑣(𝜀) + 𝐸2(𝜀)̅]𝜎2 + 0  

                = 𝑏2∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2 + 𝑛𝜎2 − 𝜎2       

  E[ ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅)
2] = 𝑏2∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅) + (𝑛 − 1)𝜎

2  

       E (SCR) = 𝑏2∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅) + (𝑛 − 1)𝜎
2  

E (SCR) = 𝐸(𝑒𝑖
2) = 𝑏2 ∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅) + (𝑛 − 1)𝜎

2 −  ∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2 𝐸(𝑏̂2)  

𝐸(𝑏̂2)= 𝑉(b̂) + 𝐸2(𝑏̂) =
𝜎2

∑(𝑥𝑖−𝑥̅)
2
 + 𝑏2 

𝐸(𝑒𝑖
2) = 𝑏2∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)

2 + (𝑛 − 1)𝛿2 − 𝛿2 − 𝑏2∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2 

              = (𝑛 − 2)𝜎2 



ي 
الانحدار الخطي البسيط نموذج : الفصل الثان   

ي 
 
 29  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

⟹  𝐸 (
𝑒𝑖
2

𝑛 − 2
) = 𝜎2 

 و منه نحصل على : 

𝜎̂2 =
∑𝑒𝑖

2

𝑛−2
 )تباين الأخطاء(  𝜎2ل     ا مقدرا غير متحير                                                                

 : ي
 مثال تطبيق 

ين  ض أن العلاقة بير  المتغير
 هي من الشكل:    Yو Xنفير

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋 + 𝑢… . . (1) 

اض أن فرضيات تطبيق المربعات الصغرى محققة وبتوفر   المعلومات التالية : وبافير

𝑋̅ = 70    ;   ∑(𝑋𝑖 − 𝑋̅)(𝑌𝑖 − 𝑌̅) = −35550  ;   𝑛 = 12 

𝑌̅ = 100    ;  ∑(𝑋𝑖 − 𝑋̅)^2 = 2250 ; ∑(𝑌𝑖 − 𝑌̂𝑖)
2 = 698 

 𝛽1و   𝛽0أحسب مقدرات المعالم  -

 𝛽1̂و    𝛽0̂أحسب مقدر تباين الأخطاء ثم مقدر تباين كل من   -

 

 

 الحل: 

 𝛽1̂و    𝛽0̂ حساب -

𝛽1̂ =
∑(𝑋𝑖 − 𝑋̅)(𝑌𝑖 − 𝑌̅)

∑(𝑋𝑖 − 𝑋̅)^2
 =

−3550

2250
= −1,578   

𝛽0̂ = 𝑌̅ − 𝛽1̂ 𝑋̅ = 100 − (−1.578)70 = 210.460 

 هي من الشكل :  (1)العلاقة المقدرة للنموذج 

𝑌̂ = 210.46 − 1.578𝑋 
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 حساب مقدر تباين الأخطاء :  -

𝜎̂2 =
∑𝑒2

𝑛 − 2
=

698

12 − 2
= 69.8 

 𝛽1̂و    𝛽0̂حساب مقدر تباين كل من :  -

𝑉̂(𝛽0̂) = 𝜎̂
2(
1

𝑛
+
𝑋̄2

∑𝑥2
) = 69.8(

1

12
+
(70)2

2250
) = 157.82 

𝑉̂(𝛽1̂) =
𝜎̂2

∑ 𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1

=
69,8

2250
= 0.0310 

 

 توزيــــع المعاينة لمقدرات المربعات الصغرى  .4

 دينا : ل

{
 
 

 
 𝑎̂ = 𝑦̅ − 𝑏̂𝑥̅ = 𝑎 + (𝑏 − 𝑏̂)𝜀̅

𝑏̂ = 𝑏 +
∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)𝜀𝑖
∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)

2

𝜀𝑖 ↝  ℕ(0, 𝜎2)

 

 بما أن التوزي    ع الطبيعي مستقر بالنسبة للمزج الخطي فإن : 

𝑏̂ ↝ ℕ(𝑏 ; 𝜎
2

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2⁄ ) ⇒ 𝑧𝑏̂ =

(𝑏̂ − 𝑏)

𝜎√
1

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)2

↝ ℕ(0; 1) 

 

𝑎̂ ↝ ℕ(𝑎 ; 
𝜎2

𝑛
 

∑ 𝑥𝑖
2

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2
) ⇒ 𝑧𝑎 =

(𝑎̂ − 𝑎)

𝜎√
∑𝑥𝑖

2

𝑛∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2

↝ ℕ(0; 1) 

 بمقدره ، يصبح توزي    ع كل من    كما يلىي :  𝜎بتعويض 
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𝑡𝑏̂ =
(𝑏̂ − 𝑏)

𝜎̂√
1

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)2

↝ 𝑡𝑛−2 

𝑡𝑎 =
(𝑎̂ − 𝑎)

𝜎̂√
∑𝑥𝑖

2

𝑛∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2

↝ 𝑡𝑛−2 

𝜎̂2 =
∑𝑒𝑖

2

𝑛 − 2
= 
∑(𝑦𝑖 − 𝑦̂)

2

𝑛 − 2
 

(𝑛 − 2)𝜎̂2

𝜎2
↝ 𝒳𝑛−2

2  

جيح الأعظم   .5               𝒂   ،𝒃   ،𝝈𝟐   لتقدير طريقة الي 

𝑦𝑖     لدينا :  = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑖 + 𝜀𝑖      و  𝜀𝑖 ↝ 𝑁(0, 𝛿2) 

Ε(𝑦𝑖) = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑖  ;  𝜈(𝑦𝑖) = 𝜈(𝜀𝑖) = 𝜎2 

  :
ً
 وعليه فان

    𝑦 ↝  ℕ(𝑎 + 𝑏𝑥𝑖  ; 𝜎
2) 

جيح الأعظم هي حل جملة المعادلات :   𝑎   ،𝑏   ،𝜎2إن مقدرات    بطريقة الير

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝜕𝑙𝑛𝑙(𝑦, 𝒶, 𝑏, 𝜎2 )

𝜕𝒶
= 0

𝜕𝑙𝑛𝑙(𝑦, 𝒶, 𝑏, 𝜎2 )

𝜕𝑏
= 0

𝜕𝑙𝑛𝑙(𝑦, 𝒶, 𝑏, 𝜎2 )

𝜕𝜎2
= 0

𝜕2𝑙𝑛𝑙

𝜕𝒶2
< 0 ,

𝜕2𝑙𝑛𝑙

𝜕𝑏2
 < 0 ,

𝜕2𝑙𝑛𝑙

𝜕𝜎2
< 0

 

L= 𝜋 𝑓(𝑦, 𝑎, 𝑏, 𝜎2) = 𝜋 [
1

√2𝜋𝜎2
𝑒
−

1

2𝜎2
(𝑦𝑖−𝑎−𝑏𝑥𝑖)

2

] 
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       =(
1

𝜎√2𝜋
)
𝑛
𝑒 
−

1

2𝜎2
(𝑦𝑖−𝑎−𝑏𝑥𝑖)

2

  

Ln L = -
𝑛

2
𝐿𝑛 2𝜋 −

𝑛

2
𝐿𝑛𝜎2 −

1

2𝜎2
∑(𝑦𝑖 − 𝑎 − 𝑏𝑥𝑖) 

     (∗)       

{
 
 

 
 

𝜕𝑙𝑛𝑙

𝜕𝒶
=

1

𝜎2
∑(𝑦𝑖 − 𝑎 − 𝑏𝑥𝑖) = 0

𝜕𝑙𝑛𝑙

𝜕𝑏
=

1

𝜎2
∑𝑥𝑖(𝑦𝑖 − 𝑎 − 𝑏𝑥𝑖) = 0

𝜕𝑙𝑛𝑙

𝜕𝜎2
= −

𝑛

2𝜎2
+

1

2𝜎4
∑(𝑦𝑖 − 𝑎 − 𝑏𝑥𝑖)

2 = 0

        

-n𝜎2 + ∑(𝑦𝑖 − 𝑎 − 𝑏𝑥𝑖)
2 = 0      ⟹    𝜎2 = 

∑(𝑦𝑖−𝑎−𝑏𝑥𝑖)

𝑛
 

 نجد :   (∗)بحل جملة المعادلات 

𝑎̂ = 𝑦̅ − 𝛽̂𝑥̅ ……………… . (1) 

𝑏̂ =
∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)(𝑦𝑖 − 𝑦̅)

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2

 …………… . (2) 

𝜎̂̂2 =
∑(𝑦𝑖 − 𝑎̂ − 𝑏̂𝑥𝑖)

2

𝑛
=
∑𝑒𝑖

2

𝑛
 

جيح الأعظم تعطي نفس المقدرات ل   ي حير  أنها تعطي مقدرا مختلفا ل      𝑏و    𝑎نلاحظ : أن طريقة الير
    𝜎2ف 

 و هو مقدر متحير  حيث : 

   𝐸(𝜎̂̂2) = 𝐸 (
∑𝑒𝑖

2

𝑛
)= 

1

𝑛
 𝐸(∑𝑒𝑖

2)= 
1

𝑛
(𝑛 − 2)𝜎2 

       =  𝜎2 −
2

𝑛
 𝜎2 

 هو مقدر متحير  و لكنه غير متحير  بالتقارب .  𝜎̂̂2إذن 

 ط  يالتقدير بمجال الثقة لمعالم النموذج الخطي البس  .6

 𝒃جال الثقة حول المعلمة الحقيقية م •
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لدينا : 
𝑏̂−𝑏

𝜎
√∑(𝑥𝑖−𝑥̅)

2⁄
 ↝ 𝑁(0,1)  

σ̂2: 𝑇مجهول نعوضه بمقدرة   𝜎وبما أن  =
𝑏̂−𝑏

𝜎̂
√∑(𝑥𝑖−𝑥̅)

2⁄
↝ 𝑡𝑛−2 

 ومنه يمكن أن نكتب: 

𝑃 (𝑡𝛼
2
< 

𝑏̂−𝑏

𝜎̂
√∑(𝑥𝑖−𝑥̅)

2⁄
 < 𝑡1−𝛼

2
) =  1 −  𝛼  

⇒ 𝑃(𝑏̂ − 𝑡1−𝛼 
2
 . 𝜎̂

√∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2⁄   <  𝑏̂  < 𝑏̂ − 𝑡𝛼 

2
. 𝜎̂
√∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)

2⁄ ) = 1 − 𝛼  

𝐼. 𝐶1−𝛼(𝑏) =  [𝑏̂ ± 𝑡𝛼 
2
. 𝜎̂
√∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)

2⁄ ] 

 )الثابت(:  𝒂مجال الثقة حول المعلمة الحقيقية  •

ي تم بها بناء مجال الثقة حول الميل    اتباع وب
 نحصل على:  𝑏نفس الخطوات  النر

𝐼. 𝐶1−𝛼(𝑎) =  

[
 
 
 
 
 

𝑎̂ ± 𝑡𝛼 
2
. 𝜎̂

√
∑𝑥𝑖

2

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2

⁄

]
 
 
 
 
 

 

 :  𝝈𝟐مجال الثقة حول القيمة الحقيقية لتباين الأخطاء العشوائية  •

 لدينا: 

𝐾 =  
(𝑛 − 2)𝜎̂2

𝜎2
 ↝  𝜒𝑛−2

2  

⟹ (𝜒𝛼 
2

2 <  𝐾 < 𝜒
1−
𝛼 
2

2 ) =  1 −  𝛼 
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.⟹ 𝐼.𝐶1−𝛼(𝜎
2) =  [

(𝑛−2)𝛿̂2

𝜒
1−
𝛼 
2

2   <  𝜎2  <
(𝑛−2)𝜎̂2

𝜒𝛼 
2

2 ]  

 

 الاختبارات الإحصائية حول الدلالة الاحصائية )المعنوية( للنموذج المقدر  .7

 التباين  اختبار تحليل  1.7

ل   ن ات الكلية  وح بواسطة 𝑦 هتم بتحليل التغير ه( الى جزء مشر )المتغير الهدف أو المتغير الذي نريد تفسير

وح بواسطة النموذج    النموذج والجزء غير المشر

 لدينا: 

𝑆𝐶𝑇 =∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅)
2 =∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅ + 𝑦𝑖̂ − 𝑦𝑖̂) 

         = ∑(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖̂ + 𝑦𝑖̂ − 𝑦̅)
2 = ∑(𝑦̂ − 𝑦̅ + ℯ𝑖)

2                                         

= ∑(𝑦̂ − 𝑦̅)2 + ∑(𝑒𝑖)
2 + 2∑(𝑦̂𝑖 − 𝑦̅) ℯ𝑖 

                                 = ∑(𝑦̂ − 𝑦̅)2 + ∑(𝑒𝑖)
2 = SCE+SCR 

 علما أن: 

  {

∑ 𝑦̂𝑖ℯ𝑖 = 0
∑ 𝑦̅ℯ𝑖 =0

𝑦̅̂ = 𝑦̅

 

 ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅)
ات الكلية(   2   La variabilité totale: مجموع مرب  ع الإنحرافات الكلية )مجموع التغير

 ∑(𝑦̂ − 𝑦̅̂)
2

وحة      La variabilité Expliquée: مجموع مرب  ع الإنحرافات المشر

 ∑(𝑦𝑖 − 𝑦)
ي  2

 La variabilité Résiduelle: مجموع مرب  ع البوافر

SCT  = SCE + SCR ………………..(2) 

 نحصل على :  nبقسمة الطرفير  على 
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1

𝑛
∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅)

2 =
1

𝑛
∑(𝑦̂ − 𝑦̅̂)

2
+

1

𝑛
∑(𝑦𝑖 − 𝑦̂)

2  

1

𝑛
∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅)

 VT: التباين الكلىي    2

1

𝑛
∑(𝑦̂ − 𝑦̅̂)

2
وح    VE : التباين المشر

1

𝑛
∑(𝑦𝑖 − 𝑦̂)

وح 2   VNE  : التباين غير المشر

 و عليه يمكن بناء جدول تحليل التباين للنموذج البسيط 

التباين   مصدر 

ات(  )مصدر التغي 

 ddl مجموع المربعات

 )درجات الجرية(

متوسط مجموع  

 المربعات 

X SCE=∑(𝒚̂ − 𝒚̅̂)
𝟐
= 𝒃̂𝟐∑(𝒙𝒊 − 𝒙̅)

𝟐 1 SCE/1 

ي )الأخطاء(
 
 البواف

 

SCR= ∑(𝒆𝒊)
𝟐 = ∑(𝒚𝒊 − 𝒚̂)

𝟐 n-2 

 

SCR/n-2 

 

=SCT المجموع  ∑(𝒚𝒊 − 𝒚̅)
𝟐    

 

n-1 

    

SCT/n-1 

ي أن نهتم باختبار ما إذا كان  
ح    Xإن اختبار معنوية النموذج باستعمال تحليل التباين تعن  أي هل التباين    Yيشر

وح )   ( له دلالة احصائية أي اجراء الاختبار التالىي اختبار :  V.Eالمشر

{
𝐻0: 𝑆𝐶𝐸 = ح  النموذج 0

 التابع  المتغير  كفاية  لايشر

𝐻1: 𝑆𝐶𝐸 ≠ ح  كفاية  المتغير  التابع 0
 النموذج  يشر

 

 و من أجل ذلك نستعمل إحصائية الاختبار:  

     F = 
𝑆𝐶𝐸

1⁄

𝑆𝐶𝑅
𝑛−2⁄

   𝐹1,𝑛−2 

 إذا كان:   بمستوى دلالة  0و يتم رفض 

F    >      𝐹1,𝑛−2    القيمة المحسوبة 

ي حالة النموذج المتعدد. ملاحظة: 
 إن أهمية تحليل التباين تظهر أكير ف 
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 :  𝑹𝟐جودة التوفيق   اختبار   2.7

 دينا : ل

SCE+ SCR SCT 

 :  SCTبقسمة الطرفير  على 

1 =
SCE

SCT
+ 

SCR

SCT
 

إن 
SCE

SCT
وحة من     x بواسطة  yتمثل النسبة المشر

     
SCR

SCT
وحة من     xبواسطة  yتمثل النسبة غير المشر

وحة من  2إن معامل التحديد :  تعريف  :  و يعط بالعبارة التالية xبواسطة  yيقيس لنا النسبة المشر

𝑅2 = 
SCE

SCT
= 1 − 

SCR

SCT
  

0و                                                     < 𝑅2 ≤ 1 

بت قيمة  ح جيدا  x" دل ذلك على أن  1من "  2كلما اقير  و العكس صحيح.  yيشر

𝑅2 = 
SCE

SCT
= 

∑(𝑦̂𝑖−𝑦̅)
2

∑(𝑦𝑖−𝑦̅)
2
= 

𝑏̂2∑(𝑥𝑖−𝑥̅)
2

∑(𝑦22𝑖−𝑦̅)
2 = 

∑(𝑥𝑖−𝑥̅)(𝑦𝑖−𝑦̅)

∑(𝑥𝑖−𝑥̅)
2

2

= 
[∑(𝑥𝑖−𝑥̅)(𝑦𝑖−𝑦̅)]

2

∑(𝑥𝑖−𝑥̅)
2∑(𝑦𝑖−𝑦̅)

2
 = 

[
𝑐𝑜𝑣 (𝑥,𝑦)

𝛿𝑥𝛿𝑦
]
2

= (𝑟)2 

ي حالة النموذج البسيط 2   =𝑅2(𝑟) ملاحظة: 
 فقط ف 
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 اختبار الفرضيات حول المعالم  3.7

الاختبار حول  ا الخصوص  بتقديره وعلى  نهتم  الذي  النموذج  معالم  الفرضيات حول  اختبار   bن 

ض لتفسير المتغير 
معامل المتغير المستقل يسمح لنا بقبول أو رفض تفسير المتغير المستقل المفير

 التابع. 

 :  أن شكل اختبار الفرضية حول المعالم يكون كما يلىي

: 𝒃   :𝑯𝟎الاختبار حول   . أ  𝒃 = : 𝑯𝟏ضد     𝟎 𝒃 ≠ 𝟎   

ض لتفسير المتغير التابع    𝐻1ان قبول  
ي أن النموذج المفير

ح   𝑥مقبول احصائيا )أي أن    𝑦يعن  يشر

𝑦 ) 

:  𝛼ان قاعدة القرار بمستوى دلالة   هي كما يلىي

𝑑(𝑇) = {
𝑎0: |𝑇| < 𝑡𝑛−2(𝛼 2⁄ )

𝑎1: |𝑇| ≥ 𝑡𝑛−2(𝛼 2)⁄
 

 حيث : 

• 𝑇 =
𝑏̂

𝜎̂𝑏̂
بالمعلمة     ستودنت  توزي    ع  𝑛تتبع  − ب     2 تسم  أو    𝑇و  تحت)  المحسوبة 

 محققة  𝐻0بفرض(  

• 𝑡𝑛−2(𝛼 2⁄  المجدولة   𝑇تسم بقيمة   (

: 𝒂   :𝑯𝟎الاختبار حول   . ب 𝒂 = : 𝑯𝟏ضد     𝟎 𝒂 ≠ 𝟎   

ي   𝐻1الا أن رفض   𝑎نختير   𝑏بنفس الطريقة المستعملة بالنسبة ل لاختبار حول المعلمة 
 لا يعن 

ي أغلب الحالات نهمل الاختبار حول 
 𝑎رفض النموذج وف 

 التنبؤ  .8

بالمتغير  ا ممثلة  ما  ظاهرة  لتفسير  نموذج  الظاهرة     yن هدف وضع  ات هذه  تغير تفسير  هو 

النموذج  استعمال  يمكن  من صحته  والتأكد  النموذج  اختبار  وبعد  أخرى  ات  متغير باستعمال 

الظاهرة   بقيم  التنبؤ  أجل  من  ي  المقدر 
النر ات  المتغير حول  معلومات  توفرت  اذا  المستقبلية 

حها .   تشر

ضنا أن :   اذا افير

𝑦𝑖النموذج المقدر هو:  • = 𝑎̂ + 𝑏̂ 𝑖 + 𝑒𝑖  ;       𝑖 = 1,2,…𝑛 

𝑛من أجل  𝑥قيمة   • +  𝑛+1معلومة و لتكن  1
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𝑛عند    yعندئذ القيمة المقدرة ل             + 1    : 𝑦̂𝑛+1معطاة كما يلىي = 𝑎̂ + 𝑏̂𝑥𝑛+1    وعندها يمكن حساب

𝑛خطأ التنبؤ عند   + 𝑒𝑛+1 و هو :   1 = 𝑦𝑛+1 − 𝑦̂𝑛+1  حيث𝑦𝑛+1     هي القيمة الحقيقية لy    عند𝑛 + 1 

 يمكننا التأكد أن : 

𝐸(𝑒𝑛+1) = 0 

𝑉(𝑒𝑛+1) = 𝜎
2
𝑒𝑛+1 = 𝜎

2 [1 +
1

𝑛
+

(𝑥𝑛+1 − 𝑥̅)
2

∑ 𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1 − 𝑛𝑥̅2
] 

,𝑒𝑛+1~𝑁(0 :  لدينا  𝜎
2
𝑒  فان:  𝜎̂2بمقدره  𝜎2و بتعويض   (  

𝑒𝑛+1

𝜎̂𝑒𝑛+1
 ~𝑡𝑛−2 

1بدرجة ثقة  𝑛+1ومنه يمكن أن نستنتج مجال التنبؤ حول  − 𝛼   : كما يلىي 

[𝑦̂𝑛+1 ± 𝑡𝑛−2 (
 𝛼 

2
) 𝜎̂ℯ] = [𝑦̂𝑛+1 ± 𝑡𝑛−2 (

 𝛼 

2
) 𝜎̂√[1 +

1

𝑛
+

(𝑥𝑛+1−𝑥̅)
2

∑ 𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1 −𝑛𝑥̅2
]]  

ة  𝜎̂نلاحظ أنه كلما كانت    الإنحدار جيد أي كلما :كانت  صغير

• n    . ي بناء النموذج كبير
 كبير أي حجم العينة المستعمل ف 

• (𝑥0 − 𝑥̅)   ة أي أن الملاحظة قريبة من  .  ̅صغير

 فان الانحدار يكون جيد  

1بدرجة ثقة   E (𝑦𝑛+1 )يمكن الحصول على مجال الثقة حول التوقع  − 𝛼               

E (𝑦𝑛+1 )  [𝑦̂𝑛+1 ± 𝜎̂(𝑦̂𝑛+1)𝑡𝑛−1(1−𝛼
2
)
] 

𝜎̂𝑦̂𝑛+1
2 = 𝜎̂𝜀

2 

ي  .9
 
  تحليل للبواف

ي أو "الأخط    اء الملاحظ    ة" على أنه    ا الفرق بير  القيم الملاحظ    ة والقيم   ق    د تمل
تعريف البوافر

 المقدرة بنموذج الانحدار، ولها خصوصية تمثيل الجزء الذي لم تفشه معادلة الانحدار. 



ي 
الانحدار الخطي البسيط نموذج : الفصل الثان   

ي 
 
 39  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

ي هو اختبار ص لاحية نموذج الانحدار. إنه يجعل من الممكن اكتش اف 
الغرض من تحليل البوافر

وري القيام   ي النموذج، ولهذا السبب من الصر 
 أي تحليل للانحدار.  به قبلحالات الفشل ف 

ي بواطرق تحليل ال
ي المعياريةأو ال  فر

ي تحليل ال  أساسا مبنية علىهي    بوافر
 . البيان 

ي  بتمثيلير  بيانيير  ممكنير   
ي للبوافر

يس           محان باكتش           اف   حيث أنهما ، يتم اجراء التحليل البيان 

ي النموذج قيد النظر: 
 وجود فشل ف 

ي للب
ي  رسم بيان 

 Yة ل  قدر والقيم الم  وافر

ي لقيم ال
ي رسم بيان 

ات الانحدار  وقيم   بوافر  Xمتغير

ي الواقع، يتعلق الأمر ب التحقق من أن تمثي ل الب بي ان اتتحلي ل ه ذه ال
ي  بس               يط للغ اي ة. ف 

لا  وافر

ي نهتم  يمثل أي  
، ويمكن حصر             النقاط النر ي  ش            كل معير 

ي للبوافر
بملاحظتها على التمثيل البيان 

 فيما يلىي : 

 الكشف عن الحالات الشاذة: تحديد القيم المتطرفة أو أخطاء التنبؤ.  ✓
: فحص  ✓ ي

ي تتبع التوزي    ع الطبيعي .  توزي    ع البوافر
 ما اذا كانت البوافر

 للقيم المتننر  بها . تباين الأخطاء ثبات التحقق من تجانس تباينات الأخطاء:  ✓
ي للأخطاء: التغيير الهيكلىي  ✓

الذي قد يشير الى علاقات   فحص الشكل العام للتمثيل البيان 
  غير خطية لم يتم أخذها بعير  الاعتبار بواسطة النموذج. 

ات: يمكن أن يؤثر  غياب متغير مهم ✓ على توزي    ع  عدم الاخذ بعير  الاعتبار احد المتغير
ي الب

 النموذجتقييم تقدير و ، مما يتطلب إعادة وافر
ي وبالتالىي فإن تحليل ال

.  بوافر  يوفر رؤى أساسية لتحسير  متانة الانحدار الخطي

ي نأخذ المثال الموجود بالمقال العلمي المعنون   
ي للبوافر

ومن أجل توضيح أهمية التحليل البيان 

 .The American Statistician, Vol. 27, No. 1 والمنشور ب                     F. J. Anscombeلكاتبه   Graphs in Statistical Analysisب       

(Feb., 1973)    ح عين    ة من ي  11حي    ث يقير
ات كم    ا هو مبير  ف  ملاحظ    ة لأرب  ع ثن    ائي    ات من المتغير

 البس               يط للثن  ائي  ات الاربع  ة يعطي طي الانح  دار الخنموذج  الج  دول رقم )( ثم يبير  أن تق  دير  

ي  
تبير  أن ه  نموذج واح د فقط مقبول ، أم ا الثلاث ة نفس النت ائج الا أن ه عن د فحص التمثي ل البي ان 

 . ي من مشكل معير 
 الاخرين فكل منها يعان 

 نص المثال التوضيحي  .6
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 )أتوع ثنائلار(حلل ثماني ي  لرار  يلاحظة 11لج ال  تقم )(: ولانار لبلنة ين  ا

Y4 X4 X3 Y3 X2 Y2 Y1 x1 i 

6,6 8 10 7,46 10 9,14 8,04 10 1 

5,8 8 8 6,77 8 8,14 6,95 8 2 

7,7 8 13 12,7 13 8,74 7,58 13 3 

8,8 8 9 7,11 9 8,77 8,81 9 4 

8,5 8 11 7,81 11 9,26 8,33 11 5 

7 8 14 8,84 14 8,1 9,96 14 6 

5,3 8 6 6,08 6 6,13 7,24 6 7 

13 19 4 5,39 4 3,1 4,26 4 8 

5,6 8 12 8,15 12 9,13 10,84 12 9 

7,9 8 7 6,42 7 7,26 4,82 7 10 

6,9 8 5 5,73 5 4,74 5,68 5 11 

 

 Anscombe(1973) المصدر:                                                    

ي للثنائيات   -
,𝑥i)فيما يلىي التمثيل البيان  yi)   :بحيثi=1,2,3,4 

 
 

                          1.2الشكل رقم                      1.3 الشكل رقم     
 1.1الشكل رقم 
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 4-1الشكل رقم                             

 المطلوب: 

 اعط قراءة لكل شكل من الأشكال الأربعة  .1

اض أن العلاقة خطية بير  كل من   .2 اض أن  كل الفرضيات اللازمة لتطبيق طريقة   Yو  Xبعد افير بافير

 :  المربعات الصغرى العادية محققة قمنا بتقدير النماذج الثلاثة وحصلنا على نفس النتائج  كما يلىي

Dependent Variable: Y2     
Method: Least Squares    

Included observations: 11   
Y2=C(1)+C(2)*X2        

     
 Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.   
     

C(1) 3.000909 1.125302 2.666758 0.0258 
C(2) 0.500000 0.117964 4.238590 0.0022 

     
R-squared 0.666242   

 اعط قراءة لهذه النتائج، ثم اختير صحة النماذج الأربعة.  .2.1

ي المعيارية    .3
ي و البوافر

للتأكد من أن فرضيات تطبيق المربعات الصغرى محققة قمنا بحساب البوافر

 (ثم مثلناها بيانيا    2)الجدول

 

 

 

 

 

e1 e1/s1 e2 e2/s2 e3 e3/s3 e4 e4/s4 

0,039 0,0255 1,139 0,744 -0,541 -0,35 -0,4 -0,275 

-0,051 -0,033 1,1392 0,745 -0,2308 -0,15 -1,2 -0,811 

-1,921 -1,256 -0,7613 -0,498 3,23873 2,117 0,71 0,4635 
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1,3091 0,8556 1,2691 0,829 -0,3909 -0,26 1,84 1,2021 

-0,171 -0,112 0,7589 0,496 -0,6911 -0,45 1,47 0,9602 

-0,041 -0,027 -1,9014 -1,243 -1,1614 -0,76 0,04 0,0256 

1,2394 0,81 0,1294 0,085 0,07936 0,052 -1,8 -1,144 

-0,74 -0,484 -1,9005 -1,242 0,38955 0,255 0 -0,001 

1,8388 1,2018 0,1288 0,084 -0,8512 -0,56 -1,4 -0,942 

-1,681 -1,099 0,7593 0,496 -0,0807 -0,05 0,91 0,5942 

0,1795 0,1173 -0,7605 -0,497 0,22945 0,15 -0,1 -0,072 

 

           

 2.2الشكل رقم                             2.1الشكل رقم                    

                   

 2.3الشكل رقم                                                   2.4الشكل رقم 

ي ؟ أعط قراءة لكل شكل على حدا .  .3.1
 ماذا تلاحظ حول توزي    ع البوافر

ي  تمرين
 : تطبيق 

هم للسنوات القليلة   تهتم مؤسسة لتسويق وإصلاح أجهزة الكمبيوتر بالتنبؤ بعدد المهندسير  الواجب توفير

المقبلة ، من أجل ذلك يجب تحليل المدة اللازمة لخدمة الطلبات و هذه الأخير مرتبطة  بعدد الوحدات  
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ونية الواجب استبدالها أو إصلاحها و لإنشاء هذه العلاقة أخذت عينة من تسجيلات خدمة الطلبات  الالكير

   : ي مدة خدمة الطلبات بالدقائق و عدد الوحدات المصلحة و هي كما يلىي
 . المعطيات تتمثل ف 

x 1 2 3 4 4 5 6 6 7 8 9 9 10 10 

y 23 29 49 64 74 87 96 97 109 119 149 145 154 166 

   . Xممثلة ب  عدد الوحدات و  Y ممثلة ب  عدد الدقائق  حيث

اض العلاقة الخطية التالية:   ,xi)تبير  انه يمكن افير yi) بعد رسم لوحة الانتشار للثنائيات 

𝑀𝑖𝑛𝑢𝑡𝑒𝑠 = 𝛽0 + 𝛽1 𝑈𝑛𝑖𝑡é𝑠 + 𝜀 

ض و حصلتا على   اض أن فرضيات تطبيق المربعات الصغرى محققة  قدرنا معاملات النموذج المفير و بافير

 النتائج التالية: 

𝑀𝑖𝑛𝑢𝑡𝑒𝑠̂ = 4.162 + 15.509 𝑈𝑛𝑖𝑡é𝑠    

𝑠𝑒                3.355                0.505      

𝑛 = 14  ;       𝑅2 = 0.987   ;   𝑆 = 5.392 

ي   
 حيث   𝑠𝑒 تمثل الخطأ المعياري و    𝑆تمثل الخطأ المعياري للبوافر

 المقدرة   𝛽1    و𝛽0فش قيم            

وحة من خدمة   الطلبات بواسطة عدد الوحدات المصلحة ما هي النسبة المشر

≠ 1ختير الفرضية ا 𝛽1ضد الفرضية  0 =  ماذا تستنتج؟،  0

   %95درجة ثقة  ل      ب𝛽1أنسر  مجال الثقة حول القيمة الحقيقية  

 %95وحدات ، أوجد مجال التنبؤ للقيمة الحقيقية بدرجة ثقة   4ماهي المدة المتنبأ بها لتصليح 

𝛽1 = ≠ 𝛽1بمستوى دلالة 5%، كيق يمكنك تفسير اختبار   12 𝛽1ضد الفرضية  12 =  اختير   -6 12

ي مرحلة ثانية قامت المؤسسة بإضافة 
 ملاحظات للمعطيات السابقة:  10ف 

I 1………..14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

X ……………. 11 11 12 12 14 16 17 18 18 20 

Y ……………. 162 174 180 176 179 193 193 195 198 205 
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 :  بعد عملية التقدير كانت النتائج كما يلىي

𝑀𝑖𝑛𝑢𝑡𝑒𝑠̂ = 37.213 + 9.969 𝑈𝑛𝑖𝑡é𝑠    

𝑠𝑒               7.985                0.722      

𝑛 = 24  ;      𝑅2 = 0.900   ;   𝑆 = 18.753 

، ماذا يوحي لك الفرق بينهما-أ ي للنموذجير 
 قارن بير  الخطأ المعياري للبوافر

ي بدلالة عدد الوحدات  -ب
للبوافر ي 

نتيجة المقارنة بيت الخطأ المعياري للنموذجير  تم رسم التمثيل البيان 

ي   
 للنموذج الثان 

  

، ما هي الأسباب الممكنة- ي
.   ما هو تعليقك على هذا التمثيل البيان  ي

ي أدت للحصول على هذا الشكل للبوافر
   النر

ي شكل توزي    ع متناظر.   كيف يمكن تصحيح-
هذا الشكل كي يصبح  ف 
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 تمارين غي  محلولة   .10

ح بعناية أهمية كل فرضية السؤال  ح .1 اكتب    1.2دد فرضيات نموذج الانحدار الخطي البسيط واشر

 عن خصائص عينة المقدرات. 
ً
 مقالا

ي العينة  .2
 أذكر خصائص المقدرات ف 

 وضح العلاقة بير  التوزي    ع الطبيعي المعياري، وتوزي    ع كاي تربيع وتوزي    ع ستودنت وتوزي    ع فيشر   .3

المربعات   .4 طريقة   : التاليتير  التقدير  ي 
طريقنر بير   وقارب  قارن   ، الخطي الانحدار  نموذج  سياق  ي 

ف 

جيح الاعظم   الصغرى العادية وطريقة الير

كتب ملاحظة موجزة عن العلاقة بير  معامل التحديد ومعامل التحديد المصحح وإحصائية فيشر   .5

 ) ي نمذجة نموذج الانحدار الخطي
 )موضحا أهميتهم ف 

"الانحدار التالية العبارة ناقش  .6 ي  البسيط الانحدار من فائدة أكير  المتعدد : 
 العلاقات تحديد ف 

 الاقتصادية" 

ي  ماذا .7
ة العينة مشكلة" ب القياسي  الاقتصاد يعن   ؟ "جدا الكبير

ح .8 ي  بالتفصيل اشر
ي  الثابت  معن 

 الخطي  الانحدار نموذج ف 

 × n  مصفوفة     هو  X ، للملاحظات n × 1 هومتجه Y حيث Y = Xβ + u التالىي  الانحدار لنعتير  .9

k   ات ية للمتغير ي  بما التفسير
 متجه  u و للمعلمات متجه k × 1 هو  β ، للواحد العمود متجه ذلك ف 

n × 1 الاضطرابات  من 

   ̂المقدرة   وقيمته Y بير   معامل الارتباط مرب  ع هو  R2 التحديد معامل أن أ( أثبت

ي  أنه ب( بير  
  Cramer-Rao MVB يحقق  β (OLS) العادية الصغرى المربعات مقدر أن حير   ف 

  .ذلك يحقق  لا σ2 التباين مقدر فإن للتباين(، الأدن   )الحد

 متسقان  كلاهما   2σل   MVومقدر OLS   2Sمقدركل من  بير  أن( ج

       مصفوفة عن عبارة X ، للملاحظات n × 1 هو متجه Y حيث   Y = Xβ + U الانحدار نعتير   .10

n× k ات ية للمتغير ي  بما التفسير
 U و للمعلمات k × 1 متجه هو  β ، الأحادي العمود متجه ذلك ف 

ي  n × 1 متجه هو 
  :يلىي  ما بير    .للمتغير العشوان 

ي معدوما إذا   أ(           
ورة  أن يكون مجموع البوافر  موجودا،  الثابت الحد يكن لم ليس  بالصر 

𝑌̅      ) ب             ≠  𝑌̂   اذا كان أ محقق 

  :التالىي  الانحدار نموذج نعتير   .11
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Y = Xβ + U 

متجه Y حيث ات n × k مصفوفة هو  X ، التابع المتغير  على للملاحظات n × 1 هو   للمتغير

ية ي  بما التفسير
 n × 1 متجه هو  U و للمعلمات متجه k × 1 هو β ،  العمود الأحادي متجه  ذلك ف 

ي 
 .k ، المعلمات عدد يساوي ، n،  الملاحظات عدد كما أن .للمتغير العشوان 

  ؟ Xحيث من  k  nثير  هو  ما

  .النتيجة على التعليق  .Y من المتوقعة القيم اشتقاق (ج .OLS β مقدر ، اشتقاق (ب

 مسألة هي  ما (و .النتيجة  على التعليق  .F إحصائية اشتقاق (ه  .النتيجة على  التعليق  .R2 اشتقاق (د

ي  القياسي  الاقتصاد
ها النر  2003 الدراسي  الفصل اختبار ،UWI، EC36C) الانحدار؟ هذا يثير

  : ي
 تمرين تطبيق 

𝑌𝑖البسيط : الخطي نموذج الانحدار نعتير  = 𝛽𝑋𝑖 + 𝜀𝑖    ;     𝑖 ∈ {1,2,… . 𝑛} 

ات عشوائية مستقلة 𝑌𝑖ب(؛   مجهولة يراد تقديرها  لمةمع 𝛽أ( :  حيث  ة غير عشوائي  اتمتغير 𝑋𝑖ت(متغير

𝜀𝑖ث(  ة مستقلة لها نفس التوزي    ع الطبيعي بتوقع معدوم وتباين ثابت أي: عشوائي اتمتغير  

𝜀𝑖~𝑁(𝑂, 𝜎
𝑐𝑜𝑣(𝜀𝑖و   (2 , 𝜀𝑗) = 0; ∀𝑖 ≠ 𝑗 

 مقدرها ،  𝛽0̂وليكن  𝛽استعمل طريقة المربعات الصغرى لتقدير   .1

مقدر خطي و غير متحير  وأن  تباينه هو 𝛽0̂بير  أن  .2
𝜎2

∑ 𝑋𝑖
2𝑛

𝑖=1

 ، ثم حدد توزيعه  

ح مقدرين   .3 𝛽1̂:  بحيث   𝛽لتقدير   𝛽2̂و     𝛽1̂نقير =
1

𝑛
∑

𝑌𝑖

𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1     و𝛽2̂ =

∑ 𝑌𝑖
𝑛
𝑖=1

∑ 𝑋𝑖
2𝑛

𝑖=1

 

ط الذي من أجله      𝛽2̂وأن  𝛽مقدر غير متحير  ل       𝛽1̂بير  أن   3.1    𝛽2̂مقدر متحير  ثم حدد الشر

 ،  يصبح غير متحير 

أنه حسب متباينة     𝛽1̂و    𝛽0̂قارن بير     التباين. )علما  :       Cauchy- Schwarzمن حيث  𝑛2لدينا  ≤

∑ 𝑋𝑖
2𝑛

𝑖=1 ∑
1

𝑋𝑖
2

𝑛
𝑖=1 .) 
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 الحل: 

 مقدرها ،  𝛽0̂وليكن    𝛽ل طريقة المربعات الصغرى لتقدير ااستعم -

𝛽0̂(𝑀𝐶𝑂) /   SCR= ∑𝑒𝑖
2    =min  

∑𝑒𝑖
2= ∑(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖̂)

2 = ∑(𝑦𝑖 − 𝛽𝑥𝑖)
2 

{

𝜕∑𝑒𝑖
2

𝜕𝛽
= 0

𝜕2 ∑𝑒𝑖
2

𝜕𝛽2
> 0

          →   {
−2∑𝑥𝑖 ((𝑦𝑖 − 𝛽𝑥𝑖)

2 = 0

+2 ∑𝑥𝑖
2 > 0

 →  {
𝛽0̂ =

∑𝑥𝑖𝑦𝑖

∑𝑥𝑖
2

+2 ∑𝑥𝑖
2 > 0

 

ي    -
، ثم بير  أن هذا المقدر خطي و غير متحير  وأن  تباينه هو  𝛽0̂حدد توزي    ع المتغير العشوان 

𝜎2

∑ 𝑋𝑖
2𝑛

𝑖=1

   

𝛽0̂ =
∑𝑥𝑖𝑦𝑖
∑𝑥𝑖

2
=
∑𝑥𝑖(𝛽𝑥𝑖 + 𝜀𝑖)

∑𝑥𝑖
2

 = 𝛽 +
∑𝑥𝑖𝜀𝑖
∑𝑥𝑖

2
   →  𝛽0̂   خطي       

𝐸(𝛽0̂) = 𝐸 (𝛽 +
∑𝑥𝑖𝜀𝑖
∑𝑥𝑖

2
) = 𝛽 +

∑𝑥𝑖𝐸(𝜀𝑖)

∑ 𝑥𝑖
2

  = 𝛽  →      𝛽0̂   غير  متحير    

𝑉(𝛽0̂) = 𝑉 (𝛽 +
∑𝑥𝑖𝜀𝑖
∑𝑥𝑖

2
) = 𝑉 (

∑𝑥𝑖𝜀𝑖
∑𝑥𝑖

2
) =

1

(∑𝑥𝑖
2)
2∑𝑥𝑖

2𝑉( 𝜀𝑖) =
𝜎2

∑𝑥𝑖
2
   

→   و هو المطلوب    

{

𝛽0̂ = 𝛽 +
∑𝑥𝑖

∑𝑥𝑖
2
𝜀𝑖  

𝜀𝑖~𝑁(𝑂, 𝜎
2)

التوزي    ع الطبيعي  مستقر  بالنسبة  للجمع 

→  𝛽0̂~𝑁(𝛽,
𝜎

√∑𝑥𝑖
2
)      

ح مقدرين   𝛽1̂  :  بحيث   𝛽لتقدير   𝛽2̂و     𝛽1̂نقير =
1

𝑛
∑

𝑌𝑖

𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1     و𝛽2̂ =

∑ 𝑌𝑖
𝑛
𝑖=1

∑ 𝑋𝑖
2𝑛

𝑖=1

  

ط الذي من أجله   يحدتمقدر متحير  ثم     𝛽2̂   وأن     𝛽مقدر غير متحير  ل       𝛽1̂ن أن  ابيت -   𝛽2̂د الشر

 ،  يصبح غير متحير 

𝛽1̂ =
1

𝑛
∑

𝑌𝑖

𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1 = 𝛽1̂ =

1

𝑛
∑

𝛽𝑋𝑖+𝜀𝑖 

𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1= 𝛽 + 

1

𝑛
∑ (𝛽 +

𝜀𝑖 

𝑋𝑖
) =  𝛽 +

1

𝑛
 ∑

𝜀𝑖 

𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1     
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𝐸(𝛽1̂) = 𝐸 (𝛽 +
1

𝑛
 ∑

𝜀𝑖 

𝑋𝑖
) = 𝛽 + 

1

𝑛
 ∑

𝐸(𝜀𝑖) 

𝑋𝑖
= 𝛽  →      𝛽1̂غير  متحير  

 

𝛽2̂ =
∑ 𝑌𝑖
𝑛
𝑖=1

∑ 𝑋𝑖
2𝑛

𝑖=1

= 𝛽2̂ =
∑ (𝑛
𝑖=1 𝛽𝑋𝑖 + 𝜀𝑖)

∑ 𝑋𝑖
2𝑛

𝑖=1

= 𝛽
∑𝑋𝑖

∑𝑋𝑖
2 + 

∑ 𝜀𝑖

∑𝑋𝑖
2 

 

𝐸(𝛽2̂) = 𝐸 (𝛽
∑𝑋𝑖

∑𝑋𝑖
2 + 

∑ 𝜀𝑖

∑𝑋𝑖
2) = 𝛽

∑𝑋𝑖

∑𝑋𝑖
2 + 

∑𝐸(𝜀𝑖)

∑𝑋𝑖
2 =  𝛽

∑𝑋𝑖

∑𝑋𝑖
2   ≠  𝛽  

→  𝛽2̂    متحير   

𝑋𝑖∑اذا كان  𝛽2̂    غير  متحير  يصبح  
2  ∑𝑋𝑖 = 

لدينا :       Cauchy- Schwarzمن حيث التباين. )علما أنه حسب متباينة     𝛽1̂و    𝛽0̂بير      ةقارنالم -

𝑛2 ≤ ∑ 𝑋𝑖
2𝑛

𝑖=1 ∑
1

𝑋𝑖
2

𝑛
𝑖=1 .) 

𝑉(𝛽1̂) = 𝑉 (𝛽 +
1

𝑛
 ∑

𝜀𝑖 

𝑋𝑖
) =  

1

𝑛2
 ∑

𝑉(𝜀𝑖) 

𝑋𝑖
=
𝜎2

𝑛2
∑

1

𝑋𝑖
2 

𝑉(𝛽0̂)

𝑉(𝛽1̂)
= 

𝜎2

∑𝑥𝑖
2

𝜎2

𝑛2
∑
1

𝑋𝑖
2

=  
𝑛2

∑𝑥𝑖
2∑

1

𝑋𝑖
2

   < 1   (𝑛2 ≤ ∑ 𝑋𝑖
2𝑛

𝑖=1 ∑
1

𝑋𝑖
2)

𝑛
𝑖=1 

  

 

 

 

 

 



: نموذج الانحدار الخطي البسيط  ي
 الفصل الثان 

ي 
 
 49  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 الفصل الثالث: نموذج الانحدار الخطي المتعدد

ي 
 
 50  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

 د: نموذج الانحدار الخطي المتعدلثاالث الفصل
 

نموذج   نموذج   الانحدار إن  توسيع  هو  أو   ، البسيط  الخطي  الانحدار  لنموذج  تعميم  هو  المتعدد  الخطي 

ح قيم المتغير    Kالبسيط ذو المتغير المستقل الواحد  إلى نموذج ذو    الانحدار  متغير مستقل .حيث نهتم بشر

 .   ( (𝑗  j= 1,2,…….kمتغير مستقل   Kبواسطة  yالتابع 

 النموذج  .1

  :  المتعدد بالمعادلة التاليةالخطي  الانحدار  يعرف نموذج 

𝑦𝑖 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥𝑖1 + 𝑏2𝑥𝑖2 + …………𝑏𝑘𝑥𝑖𝑘 + 𝜀𝑖 =∑𝑏𝑥𝑖

𝑘

𝑗=1

+ 𝜀𝑖 

,𝑏0 ( معلمة (k+1 و علينا تقدير ال  𝑏1, ………… , 𝑏𝑘)  من خلال عينة ذات ) n  : ملاحظة .حيث 

• 𝑖   2, 1 =: رقم الملاحظة,………,n     𝑖 

• 𝑦𝑖   الملاحظة رقم :𝑖  للمتغير𝑦  . 

• 𝑥𝑖𝑗  الملاحظة رقم   للمتغير المستقل :𝑗 . 

• 𝜀𝑖   ي لم يأخذها بعير  الاعتبار النموذج
ي و يشمل كل المعلومات النر

: خطأ النموذج ، المتغير العشوان 

ي قيم 
ات ف  ح التغير  . yمن أجل شر

• 𝑏𝑗  معالم النموذج : 

ي  
ي كالتالىي : كما يمكن كتابة النموذج ف 

 شكله المصفوف 

 

𝜀          b                        X                               Y            



 الفصل الثالث: نموذج الانحدار الخطي المتعدد

ي 
 
 51  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

          

(

 
 
 
 

𝑦1
𝑦2
.
.
.
.
𝑦𝑛.)

 
 
 
 

                 

(

 
 
 
 

1   𝑥1,1   ………  𝑥1,𝑘
1  𝑥2,1   ………  𝑥2,𝑘
.       .    ………       .
.       .     ………       .
.      .     ………       .
.      .     ………      .
1  𝑥𝑛,1    ………  𝑥𝑛,𝑘)

 
 
 
 

     

(

 
 
 
 

𝑏0
𝑏1
.
.
.
.
𝑏𝑘)

 
 
 
 

          +        

(

 
 
 
 

𝜀1
𝜀2
.
.
.
.
𝜀𝑛)

 
 
 
 

                                                                                          

              (𝑛 × 1)                      (𝑛 × (𝑘 + 1))          (𝑘 + 1 × 1)                 (𝑛 × 1) 

ي النموذج (  𝑏0كونه يرافق المعلمة   = 1 .عناضه  Xنلاحظ أن العمود الأول للمصفوفة 
 ) الثابت ف 

 النموذج  فرضيات .2

 الهيكلية التالية:  نفس فرضيات النموذج البسيط )الفرضيات العشوائية( بالإضافة الى الفرضيات هي 

ال المصفوفة    : خامسةالفرضية  أن  أي  المستقلة.  ات  المتغير بير   الخطي  التعدد   =نظامية  (𝑥′𝑥)غياب 

k+1)    ( rang x = rang 𝑥′ و( det (𝑥′𝑥) ≠  موجودة .  1−(𝑥′𝑥)و منه   ( 0

) الفرضية السادسة: 
𝑥′𝑥

𝑛
  singulièrefini et nonشاذة   وغير تؤول إلى مصفوفة محددة (

<  الفرضية السابعة:  𝑘 + 1 n   : عندما> 𝑘 + 1n     نحصل على نظام لn    معادلة وn   مجهول و منه

 ) الخط المستقيم يمر من كل النقاط ( .  𝑏𝑖يمكن تحديد كل  

 العادية  تقدير معالم النموذج باستعمال طريقة المربعات الصغرى  .3

ي أي MCO)  العادية ن مبدأ المربعات الصغرىإ
 :   ( هو تصغير مجموع مربعات البوافر

        ∑𝑒𝑖
2 = 𝑀𝑖𝑛 ….(1) 

∑𝑒𝑖
2 = 𝑒′𝑒 = (𝑦 − 𝑥𝑏)′(𝑦 − 𝑥𝑏) = ( 𝑦′𝑦 − 𝑦′𝑥𝑏 − 𝑏′𝑥′𝑦 + 𝑏′𝑥′𝑥𝑏 ) 

 = (𝑦′𝑦 − 2𝑏′𝑥′𝑦 + 𝑏′𝑥′𝑥𝑏 ) 

 ملاحظة : 

   𝑏′𝑥′𝑦 = 𝑦′𝑥𝑏 حيث الاثنان سلميان × 𝑘 + 1) × 1)k+1) ( k+1, k ) ( n,1) ( 1  1    ) 



 الفصل الثالث: نموذج الانحدار الخطي المتعدد

ي 
 
 52  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

ي تعدم المشتق الأول: 1ان حل المعادلة) 
 ( هو قيم النر

𝜕∑𝑒𝑖
2

𝜕𝑏
= −2x′𝑦 + 2𝑥′𝑥𝑏 = 0 ⇒  𝑏̂ = (𝑥′𝑥)−1𝑥′𝑦 

 تقبل معكوس .  (𝑥′𝑥)إذا كانت :  و يكون هذا الحل مقبولا 

ين مستقلير  ، المصفوفة  ملاحظة :   ي حالة وجود ارتباط خطي بير  متغير
تصبح شاذة و لا تقبل   (𝑥′𝑥)ف 

𝑥′𝑦معكوس المعادلات الطبيعية للنموذج نحصل عليها من المعادلة التالية :   = 𝑥′𝑥𝑏   و صيغتها التحليلية

 :  هي كما يلىي

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∑𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

∑𝑥1𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

∑𝑥2𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1 .
.
.

∑𝑥𝑘𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1 )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑛              ∑𝑥1𝑖

𝑛

𝑖=1

                  ∑𝑥2𝑖

𝑛

𝑖=1

                   … … …∑𝑥𝑘𝑖

𝑛

𝑖=1

∑𝑥1𝑖

𝑛

𝑖=1

        ∑𝑥1𝑖
2

𝑛

𝑖=1

                 ∑𝑥1𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑥2𝑖        … … … ∑𝑥1𝑖𝑥𝑘𝑖

𝑛

𝑖=1

∑𝑥2𝑖

𝑛

𝑖=1

          ∑𝑥1𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑥2𝑖          ∑𝑥2𝑖
2

𝑛

𝑖=1

                    … … …∑𝑥2𝑖𝑥𝑘𝑖

𝑛

𝑖=1                                          
…           …                          …                                 ………         …            

…              …                                 …                  ………         … 
          

∑𝑥𝑘𝑖

𝑛

𝑖=1

          ∑𝑥1𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑘𝑖        ∑𝑥2𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑘𝑖                    ……… ∑𝑥𝑘𝑖
2

𝑛

𝑖=1

  
)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     

(

 
 
 
 
 

𝑏̂0
𝑏̂1
.
.
.
.
𝑏̂𝑘)

 
 
 
 
 

 

 

 

 المقدرات  خواص  .4

 التحي     عدم خاصية  1.4

y  x b + 𝜀  

𝑦̂  =  𝑥 𝑏̂  +  𝑒 → 𝑒 = 𝑦 − 𝑦̂ 

𝑦̂  =  𝑥 𝑏̂ 

𝑏̂ = (𝑥′𝑥)−1𝑥′𝑦 = (𝑥′𝑥)−1𝑥′(𝑥𝑏+𝜀) = (𝑥′𝑥)−1(𝑥′𝑥)𝑏 + (𝑥′𝑥)−1𝑥′𝜀 

𝑏̂ = 𝑏 + (𝑥′𝑥)−1𝑥′𝜀 ⇒  𝑏̂ خطي    

 ⇒ 𝑏̂ − 𝑏 = (𝑥′𝑥)−1(𝑥′𝜀) 

E(𝑏̂) =  𝑏 + (𝑥′𝑥)−1𝑥′𝐸(𝜀)     ;              𝐸(𝜀) = 0       

E(𝑏̂) =  𝑏 ⇒  𝑏̂ غير  متحير      



 الفصل الثالث: نموذج الانحدار الخطي المتعدد

ي 
 
 53  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

 𝒃̂مصفوفة التباينات للشعاع  2.4

كة(  مصفوفة التباينات Σ𝑏̂ لتكن   : والمعرفة ب        𝑏̂ل      )أو مصفوفة التباينات البيانات المشير

Σ𝑏̂ = 𝐸(𝑏̂ − 𝑏)(𝑏̂ − 𝑏)
′
    ;  𝑏̂ − 𝑏 = (𝑥′𝑥)−1𝑥′𝜀  ;  

 (𝑏̂ − 𝑏)
′
= 𝜀′𝑥 (𝑥′𝑥)−1   

⇒  Σ𝑏̂ =  E [(𝑥
′𝑥)−1𝑥′𝜀𝜀′𝑥 (𝑥′𝑥)−1]   =  (𝑥′𝑥)−1𝑥′𝐸(𝜀𝜀′)𝑥(𝑥′𝑥)−1       

:𝐸(𝜀𝜀′)  لنحسب 

𝐸(𝜀𝜀′) = [

𝐸(𝜀1𝜀1) 𝐸(𝜀1𝜀2)    …      𝐸(𝜀1𝜀𝑛)

𝐸(𝜀2𝜀1) 𝐸(𝜀2𝜀2) ⋯ 𝐸(𝜀2𝜀𝑛)
⋮ ⋱ ⋮

𝐸(𝜀𝑛𝜀1)                 ⋯ 𝐸(𝜀𝑛𝜀𝑛)

] =  

[
 
 
 
𝜎𝜀
2     0     …      0

0    𝜎𝜀
2 ⋯ …

⋮ ⋱ ⋮
 0       ⋯ 𝜎𝜀

2]
 
 
 
=   𝜎2𝐼 

        Σ𝑏̂ = 𝜎
2(𝑥′𝑥)−1𝑥′𝑥(𝑥′𝑥)−1 ⇒ Σ𝑏̂ = 𝜎

2(𝑥′𝑥)−1 

 Gauss-Markovقوس ماركوف  ظريةن    3.4

) المقدرات لها أصغر   Blueلديه خاصية    MCOن مقدر  إ حيث أنه أحسن مقدر خطي غير متحير 

 تباين ( 

جيح الأعظمMVإن طريقة  ملاحظة :            .   MCO المربعات الصغرى العادية تعطي نفس مقدرات الير

 تباين الأخطاء  مقدر  4.4

 : معط بالعبارة التالية 𝜎̂2إن مقدر تباين الأخطاء ظرية : ن

𝜎̂2 = 
𝑆𝐶𝑅

𝑛 − ( 𝑘 + 1)
=  

𝑆𝐶𝑅

𝑛 − 𝑘 − 1
=

∑𝑒𝑖
2

𝑛 − 𝑘 − 1
=

𝑒′𝑒

𝑛 − 𝑘 − 1
 

  

 مقدر مصفوفة التباينات: وعليه يمكن إيجاد     

𝜎̂𝜀بتعويض  
ي عبارة مصفوفة التباينات   2

كة بمعاملات النموذج  -تباين الأخطاء بمقدرها ف  التباينات المشير

𝑏̂𝑘+1  كة ل  –نحصل على مقدر مصفوفة التباينات  .  𝑏̂التباينات المشير



 الفصل الثالث: نموذج الانحدار الخطي المتعدد

ي 
 
 54  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

Σ̂𝑏̂ = 𝜎̂𝜀̂
2(𝑥′𝑥)−1 

 .  𝑏̂𝑗حيث أن عناض القطر الرئيسي تمثل مقدرات تباينات المعاملات  

ات مثال :   :  y  ،𝑥1   ،𝑥2لتكن المعطيات التالية حول المتغير

1x 5 4 6 4 6 

2x 3 1 5 2 4 

Y 3 1 8 3 5 
 

 ، من الشكل التالىي :   y  ،𝑥1   ،𝑥2نعتير العلاقة بير  

𝑦𝑖 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥1𝑖 + 𝑏2𝑥2𝑖 + 𝜀𝑖  

1 . ي
 .أكتب العلاقة على الشكل المصفوف 

 .  𝑏0 ،𝑏1  ،𝑏2.أعط المعادلات الطبيعية للنموذج، ثم قدر  2

𝜀       +  b   x    y                  

 

(

 
 

𝜀1
𝜀2
𝜀3
𝜀4
𝜀5)

 
 

 +    (

𝑏0
𝑏1
𝑏2

) =

(

 
 

1   3   5
1   1   4
1   5   6
1   2   4
1   4   6)

 
 

 

(

 
 

3
1
8
3
5)

 
 

   



نموذج الانحدار الخطي المتعدد : الفصل الثالث   

ي 
 
 55  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

 يمكن أن نجد :  MCOالمعادلات الطبيعية للنموذج: بفرض أن الفرضيات الكلاسيكية محققة و بتطبيق 

(𝑥′𝑥)𝑏̂  =   𝑥′𝑦 

(
5    15    25
15    55    81
25    81    129

)(

𝑏̂0
𝑏̂1
𝑏̂2

) = (
20
76
109

)  

 :   𝑏̂تقدير 

    (𝑥′𝑥)−1𝑥′𝑦   =𝑏̂ 

(𝑥′𝑥)−1 = 
1

|∆|
 (𝑎𝑑𝑗(𝑥′𝑥)−1)′ 

∆= 20    ;           

(𝑥′𝑥)−1 = 
1

20
 (

534    90   − 160
90      20     − 30

−160   − 30        50    
) =  (

26.5    4.5   − 8
4.5      1     − 1.5

−8   − 1.5        2.5   
) 

𝑏̂ = (
26.5    4.5   − 8
4.5      1     − 1.5

−8   − 1.5        2.5   
) (

20
76
109

) = (
4
2.5
−1.5

) 

⟹ 𝑦̂ = 4 + 2.5𝑥1 − 1.5𝑥2 

 الطبيعية. من خلال المعادلات  𝑏𝑗كما يمكن استعمال طريقة حل نظام معادلات لإيجاد قيم 

 توزيــــع المعاينة للمقدرات   .5

𝑏̂  دينا : ل = 𝑏 + (𝑥′𝑥)−1𝑥′𝜀   

⟹ 𝑏̂   ↝ 𝑁( 𝑏 ; 𝜎𝜀
2(𝑥′𝑥)−1) ⟹ 𝑏̂𝑗   ↝ 𝑁 ( 𝑏𝑗  ;  𝛿𝜀

2𝑎𝑗𝑗) 

𝑏̂𝑗 − 𝑏𝑗
𝜎𝑏̂

= 
𝑏̂ − 𝑏

𝜎𝜀√𝑎𝑗𝑗
 ↝ 𝑁 ( 0 ; 1 ) 

𝜎𝜀وعند تعويض  
𝜎̂𝜀بمقدره   2

2   



نموذج الانحدار الخطي المتعدد : الفصل الثالث   

ي 
 
 56  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

𝑏̂−𝑏

𝜎𝜀√𝑎𝑗𝑗
= 

𝑏̂𝑗−𝑏𝑗

𝜎𝑏̂
= 

𝑏̂𝑗−𝑏𝑗

𝑆𝑒 (𝑏̂)
   ↝ 𝑡𝑛−𝑘−1 

(𝑛 − 𝑘 − 1)
𝜎̂𝜀
2

𝜎2
   ↝  𝜒𝑛−𝑘−1

2        

⟹ 𝐼.𝐶(1−𝛼)(𝑏𝑗) = [𝑏̂𝑗 ±  𝑡𝑛−𝑘−1  𝑆𝑒(𝑏̂)]  

 الاختبارات الإحصائية للدلالة الإحصائية للنموذج المقدر  .6

 اختبار تحليل التباين   1.6

ات   𝑦)∑( أي  SCT)  إن تحليل تغير − 𝑦̅)2 = (𝑦 − 𝑦̅)′(𝑦 − 𝑦̅)    : 

وحة بواسطة النموذج )   ات مشر ات متبقية )    SCEإلى تغير ( ، يسمح لنا بتشكيل    SCR( و تغير

 .  ، انظر الجدول رقم)( جدول لتحليل التباين

 الجدول رقم)( : جدول  تحليل التباين 

 المرب  ع المتوسط  ddl مجموع المربعات مصدر التغير 

ات المستقلة  المتغير

 )النموذج ( 
SCE= ∑(𝑦̂𝑖 − 𝑦̅)

2 𝑘 SCE
𝑘⁄  

ي 
SCR= ∑(𝑦𝑖 البوافر − 𝑦̂)

2 𝑛 − 𝑘 − 1 SCR
𝑛 − 𝑘 − 1⁄  

SCT= ∑(𝑦 المجموع  − 𝑦̅)2 𝑛 − 1 

SCT
𝑛 − 1⁄  

 

عبارة   المربعات المربعات  مجموع  كلما كانت  مجموع  عبارة  و  ة  المقدرة كبير للانحرافات 

ح جيد المتغير التابع   ات المستقلة تشر ة، كلما كان النموذج أفضل، أي أن المتغير ي صغير
للبوافر

 ولقياس ذلك يمكن استعمال اختبار فيشر . 

 )معامل التحديد(:  التوفيقاختبار جودة     2.6

وح من  بواسطة النموذج محدد بواسطة معامل التحديد .   𝑦 إن الجزء المشر

𝑅2 = 
SCE

SCT
= 1 −

SCR

SCT
 



نموذج الانحدار الخطي المتعدد : الفصل الثالث   

ي 
 
 57  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

ي حالة غياب الثابت من النمودج الذي نريد تقدير    ويمكن استنتاج العبارة التالية لمعامل التحديد 
ف 

 : معالمه

𝑅2 = 
∑(𝑦̂𝑖 − 𝑦̅)

2

∑(𝑦 − 𝑦̅)2
=
𝑏̂′𝑥′𝑥𝑏̂

𝑦′𝑦
 

0)و نعلم أنه   ≤  𝑅2  ≤ ب من "  𝑅2كلما كانت قيمة   ف  (1 " كلما كان النموذج جيد، و كلما 1تقير

بت قيمته من " ات المستقلة  0إقير ح إلا جزء قليل من  𝑥𝑗" دل ذلك على أن المتغير  .  𝑦لا تشر

 ع هذا التأثير نحسب   𝑅2إلا أنه قيمة 
ات المستقلة ولي  ي النموذج المتعدد تتأثر بزيادة عدد المتغير

ف 

 بمعامل التحديد المصحح:  ما يسم

𝑅̅2 = 1 − ( 1 − 𝑅2)
𝑛−1

𝑛−𝑘−1
  

من   وحة  المشر النسبة  يمثل  أنه  أي  التحديد،  معامل  مثل  المصحح  التحديد  معامل  تفسير  ويتم 

ات.  وعا منه أثر زيادة عدد المتغير  
ات المستقلة مي   المتغير التابع بواسطة المتغير

 )اختبار الدلالة الكلية(اختبار فيش   3.6

ح لتقدير العلاقة بير  المتغير التابع يسمح هذا الاختبار بقياس مدى قبول  
النموذج المقير

ات المستقلة. ويمكن بناء الفرضيات التالية لإجراء الاختبار   :𝛼  عند مستوى الدلالة  والمتغير

{
𝐻0: 𝑏1 = 𝑏2… = 𝑏𝑘 =    النموذج  غير  صحيح ( غير  مقبول  )       0

𝐻1:     ∃𝑏𝑗   / 𝑏𝑗 ≠ 0                  𝑗 = 1, 𝑘̅̅  النموذج   مقبول           ̅̅̅
  

: ومن أجل ذلك نستعمل متغير القرار   التالىي

𝐹 =
𝑆𝐶𝐸

𝑘⁄

𝑆𝐶𝑅
(𝑛−𝑘−1)⁄

=
𝑅2

𝑘⁄

(1−𝑅2)
(𝑛−𝑘−1)⁄

          

𝑛)و   𝒌  والذي نعلم أن توزيعه هو فيشر بدرجات الحرية − 𝑘 − 1): 

𝐹~𝑓𝑘,(𝑛−𝑘−1) 

ي من أجلها نرفض  
ي من   )أي قبول الفرضية البديلة(   𝐻0القيمة الحرجة النر

هي تلك القيم النر

بواسطة معلومات العينة أكير من قيمة متغير       أجلها تكون قيمة متغير القرار المحسوبة

ي  𝐹𝑡المجدولة  القرار النظرية
.  والنر  نحصل عليها من جدول الاحتمالات للتوزي    ع فيشر
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𝑤 = 𝐹𝑐 /(نموذج  الانحدار )} > 𝐹𝑡} 

 اختبار ستودنت   4.6

 : بإجراء الاختبار التالىي كل معلمة على حدى ل الدلالة الاحصائية بار ت باخمكن القيام ي

{
𝐻0: 𝑏𝑗 = 0       ⟹ 𝑏𝑗 ليس لها  دلالة   إحصائية  ح  y أو  أن  

         المتغير 𝑥𝑗 لا  يشر

𝐻1: 𝑏𝑗  ≠ 0         ⟹ 𝑏𝑗 لها  دلالة  إحصائية              ح  y و 
           المتغير 𝑥𝑗 يشر

 

 لإجراء هذا الاختبار نستعمل الإحصائية : 

T =  
𝑏̂𝑗−𝑏𝑗

𝑆𝑒 (𝑏̂)
   ↝  𝑡𝑛−𝑘−1 

 محققة نحسب :  𝐻0تحت  

𝑆 ∖ 𝐻0:    𝑇𝐶  =  
𝑏̂𝑗

𝑆𝑒 (𝑏̂𝑗)
 

تيب     tثم نقارنها بقيمة ي بالير
1) الجزن  −

𝛼

2
لتوزي    ع ستودنت ( المجدولة و بدرجة حرية   

𝑛 − 𝑘 −  بحيث تكون المنطقة الحرجة معرفة ب  :  1

 𝑤 = {|𝑇𝐶| >  𝑡𝑛−𝑘−1  (1 −
𝛼

2
)}       

𝑏𝑗  لها  دلالة  احصائية  ح  y و 
𝑥𝑗 يشر   نرفض  𝐻0 أي  أن  

ات المستقلة فقط دون المعلمة الثابتة ملاحظة :   . نقوم باختبار معالم المتغير
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 .  𝐛  شعاع معالم النموذج:  الخطية حول الاختبارات .7

 .  حول  الاختباراتمن أجل إجراء مختلف  b نهتم بكيفية استعمال مقدر 

 لنعتير الفرضيات الممكنة التالية : 

𝒃𝒋   (: 1الفرضية) = لها معنوية   𝑥𝑗أي : هل الصفة   𝑦يؤثر على    𝑥𝑗، أي نختير إذا كان المتغير المستقل  𝟎

 أم لا. 

𝒃𝒋      (2الفرضية) = 𝒃𝟎   حيث ،𝑏0    هي قيمة معطاة ، فمثلا إذا كانت𝑏𝑗   تمثل مرونة السعر ، نهتم باختبار

𝑏𝑗   ما إذا كانت = −1. 

𝒃𝟐     (: 3الفرضية) + 𝒃𝟑 =  إذا كانت تمثل.............  𝟏

𝑏3  (: 4الفرضية) = 𝑏4         أو𝑏3 − 𝑏4 = 0 

[𝑏1   𝑏2………𝑏𝑘]     (: 5الفرضية) = [0   0………0] 

𝑏2  (: 6الفرضية) = و    𝐾1يحتوي كل منهما على    𝑏2و    𝑏1مقسم من شعاعير  جزئيير     𝑏حيث الشعاع    0

𝐾2   عنصر 

 التالية لاختبار كل الفرضيات السابقة :  بصفة عامة يمكن إستعمال الإحصائية  

𝑭 =
(𝑺𝑪𝑹𝑹 − 𝑺𝑪𝑹𝑵𝑹) 𝒒⁄

𝑺𝑪𝑹𝑵𝑹 𝒏 − 𝒌 − 𝟏⁄
~𝒇𝒒;(𝒏−𝒌−𝟏) 

 بحيث: 

𝑺𝑪𝑹𝑹   ي  تحت
ل( او )النموذج المقيد(  𝐻𝑂:مجموع مربعات البوافر   محققة )النموذج المخير 

𝑺𝑪𝑹𝑵𝑹      نحدر( قيود  بدون  النموذج  ي على 
البوفر مربعات  أو   𝑦: مجموع  المستقلة(  ات  المتغير على كل 

 . )النموذج الكامل( 

 𝒒  :عدد القيود           
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 التنبؤ  .8

ض أنه لدينا نموذج متعدد و قمنا بتقديره . لدينا : ل  نفير

   𝑦 = 𝑥𝑏 + 𝜀           و𝑦̂ = 𝑥𝑏̂           و𝑏̂ = (𝑥′𝑥)−1𝑥′𝑦 

ات المستقلة للفرد )  𝑛ثم تحصلنا على القيم الخاصة بالمتغير + 1 : ي شكل شعاع كما يلىي
 ( نكتبها ف 

 𝐶′ = [1   𝑥1𝑛+1   𝑥2𝑛+1   …    𝑥𝑘𝑛+1] 

ي المعادلة المقدرة نحصل على: 
 وعند تعويضها ف 

𝑦̂𝑛+1 = 𝑏̂0 + 𝑏̂1𝑥1𝑛+1 +⋯+ 𝑏𝑘𝑥𝑘𝑛+1 

𝑦̂𝑛+1 = 𝐶
′𝑏̂ 

  𝑦𝑛+1  هو التنبؤ النقطي ل      𝑦̂𝑛+1حيث أن  

ي شكل مجال ثقة و عليه يجب تحديد توزي    ع  
  𝑦̂𝑛+1إلا أننا نهتم بإيجاد التنبؤ ف 

𝑏̂ ↝ 𝑁 (𝐸(𝑏̂), 𝑉(𝑏̂)) ⟹ 𝐶′𝑏̂ ↝ 𝑁 (𝐸(𝐶′𝑏̂), 𝑉(𝐶′𝑏̂)) 

⟹ 𝑦̂𝑛+1 ↝ 𝑁(𝐸(𝐶′𝑏̂), 𝑉(𝐶′𝑏̂)) 

𝐸(𝐶′𝑏̂) = 𝐶′𝐸(𝑏̂) = 𝐶′𝑏 

𝑉(𝐶′𝑏̂) = 𝐶′𝑉(𝑏̂)𝐶 

𝑦̂𝑛+1 ↝ 𝑁(𝑐′𝑏̂ , 𝑐′𝑉(𝑏̂)𝑐) 

⟹
𝑦̂𝑛+1 − 𝑐

′̀ 𝑏

𝑐′𝑣(𝑏̂)𝑐
=
𝑐′𝑏̂ − 𝑐′𝑏

𝑐′𝑣(𝑏̂)𝑐
↝ 𝑁( 0,1) 

)𝑉بما أن  ̂ ) = 𝜎2(𝑥′𝑥)−1   و𝜎2  غير معلوم نعوضه ب𝜎̂2  . 

𝑉(𝑏̂)̂ = 𝜎̂2(𝑥′𝑥)−1 
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 و منه : 

𝑦̂𝑛+1 − 𝑐
′𝑏

𝑐′𝑉(𝑏̂)𝑐̂
↝ 𝑡𝑛−𝑘−1 

: وعليه يمكن استنتاج مجال الثقة حول القيمة الحقيقية المتننر  بها كما   يلىي

𝑦𝑛+1𝜖 [𝑦̂𝑛+1 ± 𝑡1−𝛼 2⁄
𝜎̂√𝑐′(𝑥

′𝑥)−1𝑐] 

ي النمذجة  .9
 
ة ف ات المؤش   استعمال المتغي 

ات المستقلة كمية و المتغير التابع  إ ي النمذجة كانت كلها كمية أي أن المتغير
ات المستعملة ف  ن المتغير

ي الواقع يمكن أن نصادف  
أيضا كمي ، و عندما نقول متغير كمي نقصد بذلك أنه قابل للقياس إلا أنه ف 

الظاه ح  ي شر
ف  أثر  لها  و   ) ) كيفية  للقياس  قابلة  أي غير  ات غير كمية  تكون هي متغير أو  المدروسة  رة 

ض أن هذه الدالة تختلف بإختلاف  ي نهتم بدراستها ، فمثلا عند دراسة الإستهلاك ، نفير
الظاهرة النر

 مكان الأفراد أو ظروف البلاد من حيث الرخاء 

ات مستقلة اس  - ة كمتغي  ات المؤش   تعمال المتغي 

ات  ق ات مستقلة كمية و قد تكون هي المتغير ح الظاهرة بالإضافة إلى متغير ات تشر د تكون هذه المتغير

 المستقلة الوحيدة . 

.    1المتغير التابع و  𝑦ليكن   و المتغير المستقل الكمي

𝑦 = 𝑏𝑜 + 𝑏1 𝑥1𝑖 + 𝜀𝑖 

ض أن الأفراد   . :  𝑖و لنفير  ينتمون إلى حالتير  مختلفتير 

 ( ؛  2، مدينة1مكانير  ) ريف

ة ة 1زمنير  ) فير  (،   2، فير

  للأجور (  2للأجور ، مجال  1صنفير  ) مجال 

 السلم (  2الحرب ،مرحلة  1 مرحلتير  ) مرحلة
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ة   تير  )فير
ة  1فير  شتاء ( ........................   2صيف ، فير

 ولنعرف المتغير المؤشر :  

𝐷 = {
   إذا كان   𝑖  ينتمي   للحالة 1                    1

العكس                                                    0
 

 . فنكتب النموذج على النحو التالىي : 𝑦ونريد معرفة ما إذا كان تغير الحالة يِؤثر على 

 الحالة الأول الاثر يكون على الثابت فقط:  -

𝑦 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥1𝑖 + 𝑏2𝐷𝑖 + 𝜀𝑖 

𝑦 = {
𝑏0 + 𝑏1𝑥1𝑖 + 𝑏2 + 𝜀𝑖 = (𝑏0 + 𝑏2) + 𝑏1𝑥1𝑖 + 𝜀𝑖          𝑠𝑖 𝐷 = 1
𝑏0 + 𝑏1𝑥1𝑖 + 𝜀𝑖                                                                 𝑠𝑖    𝐷 = 0

 

 ونلاحظ أن الاختلاف بير  النموذجير  يكون بالنسبة للثابت. 

 بحيث: 

 فقط:   الحالة الثانية  الاثر يكون على الميل  -

𝑦 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥1𝑖 + 𝑏2𝑥1𝑖𝐷𝑖 + 𝜀𝑖 

 بحيث: 

𝑦 = {
𝑏0 + 𝑏1𝑥1𝑖 + 𝑏2𝑥1𝑖 + 𝜀𝑖 = 𝑏0 + (𝑏1 + 𝑏2)𝑥1𝑖 + 𝜀𝑖            𝑠𝑖 𝐷 = 1
𝑏0 + 𝑏1𝑥1𝑖 + 𝜀𝑖                                                                        𝑠𝑖 𝐷 = 0

 

 . ي الميل بير  النموذجير 
 و نلاحظ أن الاختلاف يكون ف 

  معا:   الحالة الثالثة  الاثر يكون على  الثابت و الميل  -

𝑦 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥1𝑖 + 𝑏2𝐷𝑖 + 𝑏3𝐷𝑖𝑥1𝑖 + 𝜀𝑖 

 بحيث : 

𝑦 = {
𝑏0 + 𝑏1𝑥1𝑖 + 𝑏2 + 𝑏3𝑥1𝑖 + 𝜀𝑖 = (𝑏0 + 𝑏2) + (𝑏1 + 𝑏3)𝑥1𝑖 + 𝜀𝑖          𝑠𝑖 𝐷 = 1
𝑏0 + 𝑏1𝑥1𝑖      + 𝜀𝑖                                                                                       𝑠𝑖 𝐷 = 0
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ي الثابت و الميل. 
 و هنا يكون النموذجير  مختلفير  ف 

ي أو الثالث فإننا نقوم بتقدير النموذجير  ثم نقارن بينهما من حيث 
و سواءا كان لدينا الشكل الأول أو الثان 

 المعنوية 

 

 من حالتير  تعريفيتير  .  ملاحظة : 
ي حالة متغير لديه أكير

ة ف  ات مؤشر  يمكن أن نعرف عدة متغير

:  التخصص  لطلبة السنة الثانية ماسير بالمدرسة العليا للتجارة   مثلا: ليكن المتغير

   𝑥 =

{
 
 

 
 التخصص  مالية             1 

 التخصص  مناجمنت      2

التخصص  محاسبة         3

   التخصص  تسويق         4

   

ة:  ات مؤشر ي هذه الحالة يمكننا تعريف ارب  ع متغير
 ف 

 𝐷1 = {
1
0

     𝐷2 = {
1
0

      𝐷3 = {
1
0

              𝐷4 = {
1
0

 

ي مشكل التعدد الخطي 1-4الا أنه لا يمكن استعمال الا ) 
 كي لا نقع ف 

 ( متغير مؤشر على الأكير

ي  تمرين
 : تطبيق 

 : 𝑌𝑖نعتير النموذج الخطي المتعدد التالىي = 𝑎0 + 𝑎1𝑋1𝑖 + 𝑎2𝑋2𝑖 + 𝜀𝑖     ;  𝑖 ∈ {1,2, … .25} 

ض  𝜎2بتوقع معدوم وتباين ثابت ة مستقلة لها نفس التوزي    ع الطبيعي عشوائي اتمتغير 𝜀𝑖أن    ونفير

𝑎̂أعط عبارة مقدر المربعات الصغرى  .1 = (

𝑎̂0
𝑎̂1
𝑎̂2

𝑎للشعاع ( = (

𝑎0
𝑎1
𝑎2
)  ، 

 تقدير النموذج أعلاه أعط النتائج التالية:   .2
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    𝑎̂ = (
0,69
−1,51
0,82

1−(𝑋′𝑋)؛( = (
10           − 5,5     − 2,25
−5,5             3,9          1,45
−2,25        1,45           1,55 

𝜎̂2؛( = 0,02 

𝑅2؛    = 0,87 

 التحديد، فش قيمة معامل  -أ 

كة ل    -مصفوفة التباينات أوجد عبارة وقيمة مقدر  -ب   ، 𝑎̂  :𝑉(𝑎̂̂)التباينات المشير

 ، 𝑎̂ما هو توزيــــع ومعالم  -ت

ا للمعلمة   -ث 𝑋1كان: كيف يتغي  هذا التفسي  اذا  ، 𝑎1اعط تفسير = 𝑙𝑛𝑥1  و𝑌 = 𝑙𝑛𝑦 ، 

αقم بالاختبار المناسب عند مستوى الدلالة   إحصائية،دلالة 𝑎1هل لمعامل المتغير  -ج =

5% ، 

αاكتب جدول تحليل التباين ثم اختير صلاحية النموذج ككل عند مستوى الدلالة  -ح = 5%  

، 

ضنا أنه نظريا قيمة  -خ اختير مدى صحة هذه النظرية بالنسبة  الواحد،تساوي 𝑎3اذا افير

قم بالاختبار عند مستوى الدلالة  مللنموذج المقدر : اكتب صيغة  فرضيات الاختبار ث 

α = 5% . 

 الحل: 

𝑎̂عبارة مقدر المربعات الصغرى اءعطا - = (

𝑎̂0 
𝑎̂1 
𝑎̂2
  

𝑎    للشعاع     ( = (

𝑎0
 𝑎1 
 𝑎2  

) ، 

𝑎̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌        →      𝑀𝐶𝑂  مقدر  

 

 :  قيمة معامل التحديد ير فس ت -

ات   87% وحة بواسطة     𝑌من تغير     𝑋2و       𝑋1مشر
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كة ل     -د عبارة وقيمة مقدر مصفوفة التبايناتاجاي - ̂التباينات المشير     :𝑉(𝑎̂̂)، 

𝑎̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌 =   𝑎̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′(𝑋𝑎 + 𝜀) = 𝑎 + (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝜀             

𝑉(𝑎̂) = 𝑉(𝑎 + (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝜀 ) = 𝑉(  (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝜀) =  (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑋(𝑋′𝑋)−1 𝑉(𝜀)

= (𝑋′𝑋)−1  𝜎2    →    𝑉(𝑎̂̂) =   (𝑋′𝑋)−1 𝜎̂2 

 

𝑉(𝑎̂̂) = 0,02(
10           − 5,5     − 2,25
−5,5             3,9          1,45
−2,25        1,45           1,55 

) = (
0,2           − 0,11     − 0,045
                      0,078          0,029
                                          0,031 

) 

  

 :  𝑎̂توزيــــع ومعالم   -

𝑎̂ = 𝑎 + (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝜀 

𝜀~  𝑁(0, 𝜎) 

𝐸( 𝑎̂) = 𝑬(𝑎 + (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝜀) = 𝑎 + (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝐸(𝜀) = 𝑎 

→ 𝑎̂~𝑁(𝑎 , 𝑉(𝑎̂))    

 

ا   - 𝑋1:  يتغي  هذا التفسي  اذا كانكيف و، 𝑎1لمعلمة اتفسير = 𝑙𝑛𝑥1  و𝑌 = 𝑙𝑛𝑦 ، 

 

𝑎1لدينا      =
∆𝑌

∆𝑋
ي  

ي  𝑋اذا تغير  𝑌: وهي تمثل مقدار التغير الذي يحدث ف 
بوحدة واحدة  )بفرض ثبات بافر

ي 
 ( 𝑌العوامل المؤثرة ف 
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ي حالة 
𝑋1ف  = 𝑙𝑛𝑥1   و𝑌 = 𝑙𝑛𝑦    يصبح𝑎1 =

𝜕𝑌

𝜕𝑋
=

∆𝑦

∆𝑥

𝑥

𝑦
للتغير   𝑦وهي تمثل المرونة أو حساسية      

ي 
ي العوامل  𝑎1% سيتغير ب   𝑦فان  1%ب   𝑥أي أنه اذا تغير    𝑥ف 

اض ثبات بافر  مع افير

 

αعند مستوى الدلالة    𝑎1لمعامل المتغير دراسة الدلالة الإحصائية  - = 5%  ، 

 

𝐻0: 𝑎1 نختير  = 𝐻1:  𝑎1ضد          0 ≠ 0 

𝑇      ا : القرارمتغير  لدينا   =
𝑎̂1−𝑎1

𝑆𝑒(𝑎̂1)
   ~  𝑡𝑛−𝑘−1  

𝑑(𝑇):      و قاعدة القرار = {
𝑎0:   |𝑇| < 𝑡(

𝛼
2⁄ )

𝑎1:   |𝑇| ≥ 𝑡(
𝛼
2⁄ )  

 

𝑆 𝐻0   : 𝑇 =  
𝑎̂1

𝑆𝑒(𝑎̂1)
=
−1,51

√0,078
= −5,39⁄  

𝑡22(0,025) = 2,08  <  |𝑇|      →   نرفض   𝐻0 أي 𝑎1 دال احصائيا     

αر صلاحية النموذج ككل عند مستوى الدلالة    ااختب و جدول تحليل التباين  انشاء - = 5% ، 

  SCT و SCE  و  SCRحساب    

σ2̂لدينا :     =
66𝑆𝐶𝑅
𝑛−𝑘−1

   →     𝑆𝐶𝑅 = σ2̂(𝑛 − 𝑘 − 1) 

→ 𝑆𝐶𝑅 = 0,02(22) = 0,44 

𝑅2 لدينا :    = 1 − 
𝑆𝐶𝑅

𝑆𝐶𝑇
= 0,87 →

𝑆𝐶𝑅

𝑆𝐶𝑇
= 0,13  → 𝑆𝐶𝑇 = 3,38  → 𝑆𝐶𝐸 = 2,58  
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 ANOVAجدول 

متوسط مجموع   

 المربعات

مجموع  درجة الحرية 

 المربعات

 مصدر التغير 

F=
SCE/k

SCR/n−k−1
 ~𝐹𝑘,𝑛−𝑘−1 SCE/k=1,29 

SCR/n-k-

1=0,02 

k=2 

n-k-1=22 

SCE=2,58 

SCR=0,44 

SCT=3,38 

 النموذج 

ي 
 البوافر

 المجموع 

     

 صلاحية النموذج ككل : اختبار 

:𝐻0 نختير  𝑎0 = 𝑎1 = :𝐻1ضد          0 𝑎0 ≠ 𝑎1   أو   0 ≠ 0 

F=
SCE/k

SCR/n−k−1
= 64,5 ≫ 𝐹2,22 = 3,22 

 𝐻0 ومنه نرفض 

ضنا أنه نظريا قيمة  - ر مدى صحة هذه النظرية بالنسبة للنموذج  ااختب الواحد،أقل من   𝑎2اذا افير

αالمقدر عند مستوى الدلالة  = 5%. 

 : 𝐻0: 𝑎2نختير = :𝐻1ضد          1 𝑎2 < 1 

𝑇لدينا :    =
𝑎̂2−𝑎2

𝑆𝑒(𝑎̂2)
   ~  𝑡𝑛−𝑘−1 

𝑑(𝑇):      و قاعدة القرار = {
𝑎0:   𝑇 < 𝑡(𝛼)

𝑎1:   𝑇 ≥ 𝑡(𝛼)  
 

𝑆 𝐻0   : 𝑇 =  
𝑎̂2 − 1

𝑆𝑒(𝑎̂2)
=
−0,18

√0,032
= −1,02 > − 𝑡22(0,05) = 1,721 ⁄  

 نقبل   𝐻0 أي نتائج  النموذج  تتوافق  مع  النظرية  النموذج        
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ي 
 2تمرين تطبيق 

ي النقل الجوي ، حيث لاحظنا عليها :  n=50لدينا عينة من 
كة مختصة ف   شر

Q (  المسافة × الوزن) المُنقل  بالمنتوج مقاسا  الإنتاج 

L الموظفير   بعدد  مقاسا  العمل 

K بوزن المركبة )بالطن(  مقاسا  مالال رأس 

 PP   كة ما اذا كانت عمومية  خاصة  أو  صفة الشر

I.  : نعتير النموذج الخطي البسيط 

𝑙𝑜𝑔𝑄 = 𝛼 +  𝛽. 𝑙𝑜𝑔𝐾 + 𝜀…… . . (1)          

 ( باستعمال طريقة المربعات الصغرى أعط النتائج التالية: 1تقدير النموذج ) 

𝑙𝑜𝑔𝑄̂ = 6,93     +   0,89𝑙𝑜𝑔𝐾 

 (0,258 )          (0,11) 

∑ (𝑙𝑜𝑔𝑄𝑖 − 𝑙𝑜𝑔𝑄̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅50
𝑖=1 )2= 2,0382       ;   ∑ (𝑙𝑜𝑔𝑄̂𝑖 − 𝑙𝑜𝑔𝑄̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅50

𝑖=1 )2 = 1,78 

ي التمرين، الأخطاء المعيارية لمقدرات المعالم .    
ي بافر

 القيم بير  قوسير  تمثل، هنا و ف 

وحة بواسطة لوغاريتم رأس المال ؟  .1 ات لوغاريتم الانتاج المشر  ما هي نسبة تغير

 .فش اقتصاديا معامل متغير رأس المال .2

ي تتبع التوزي    ع الطبيعي ، اختير الدلالة الاحصائية ل   .3
عند            𝛽تحت فرضية أن البوافر

 %.5مستوى الدلالة 

 .%95عير  مجال الثقة حول المعلمة بدرجة ثقة   .4
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II.   ي هذا الجزء سنأخذ بعير
ي النموذج ) ف 

ت ثابتة ف  ي اعتير
ي عامل العمل النر

ات ف  (،  1الاعتبار التغير

 :  عندها يصبح النموذج كما يلىي

𝑙𝑜𝑔𝑄 = 𝛼 +  𝛽. 𝑙𝑜𝑔𝐾 + 𝛾. 𝑙𝑜𝑔𝐿 + 𝜀      (2) 

 تقدير هذا النموذج أعط النتائج التالية: 

𝑙𝑜𝑔𝑄̂ = 5,922 +  0,899𝑙𝑜𝑔𝐾 + 0,123𝑙𝑜𝑔𝐿 

                                             (0,239)       (0,118)           (0,123)  

∑ (𝑙𝑜𝑔𝑄̂𝑖 − 𝑙𝑜𝑔𝑄̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅50
𝑖=1 )2 =1,77 

 𝛾̂فش معامل متغير العمل  .1

ي تتبع التوزي    ع الطبيعي ، اختير الدلالة الاحصائية ل   .2
عند            𝛾تحت فرضية أن البوافر

 ، ثم علق على النتيجة. %5مستوى الدلالة 

أكتب جدول تحليل التباين لهذا النموذج، ثم اختير الدلالة الاحصائية للنموذج ككل عند  .3

 . %5مستوى الدلالة  

 

III.  كات كات الخاصة و الشر ي الانتاجية بير  الشر
من أجل اختبار فرضية ما اذا كان هناك اختلاف ف 

 وحصلنا على النموذج التالىي : PP( المتغير   2العمومية، أضفنا للنموذج) 

𝑙𝑜𝑔𝑄 =  𝛼 +  𝛽. 𝑙𝑜𝑔𝐾 + 𝛾. 𝑙𝑜𝑔𝐿 + 𝛿. 𝑃𝑃 +  𝜀      (3) 

 معرف كما يلىي :   𝑃𝑃حيث  
 متغير مؤشر

𝑃𝑃 = {
كة  خاصة                        1  اذا كانت  الشر

كة  عمومية                    0 اذا كانت  الشر
 

 ( كانت كما يلىي 3نتائج تقدير النموذج ) 

𝑙𝑜𝑔𝑄̂  =  5,98 +    0,86𝑙𝑜𝑔𝐾 + 0,14𝑙𝑜𝑔𝐿 + 0,16𝑃𝑃 
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  (0,224)  (0,11)      (0,115)   (0,056) 

ا اقتصاديا لمعامل   .1  .𝑃𝑃اعط تفسير

كات الخاصة العمومي .2  ة. اختير فرضية أن الانتاجية تختلف ما بير  الشر
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 : أثار، اكتشاف وتصحيح خروقات فرضيات النموذج الفصل الرابع

ي تحليل الانحدار، ولكنها 
. تعتير طريقة المربعات الصغرى من الأساليب المستخدمة على نطاق واسع ف 

اضات للحصول على نتائج دقيقة وموثوقة. يمكن أن يؤدي   اضات إلى   خرقتعتمد على عدة افير هذه الافير

ة وغير   اضات الخروقات، بالإضافة إلى استنتاجات غير موثوقة. كفؤة تقديرات متحير   . الشائعة لهذه الافير

ات المستقلة والمتغير  .1 ض طريقة المربعات الصغرى وجود علاقة خطية بير  المتغير الخطية: تفير

طريقة  باستخدام  التقديرات  فإن  خطية،  غير  علاقة  ووجود  اض  الافير هذا  انتهاك  تم  إذا  التابع. 

 .المربعات الصغرى قد لا تعكس بدقة العلاقة الحقيقية الكامنة

ي طريقة المربعات الصغرى مستقلة بعضها  .2
الاستقلالية: يجب أن تكون المشاهدات المستخدمة ف 

ي )الاعتماد بير  
عن بعض. يمكن أن يحدث انتهاك للاستقلالية بأشكال مختلفة، مثل التباين الذانر

أو    المشاهدات المتتالية(، أو أخذ العينات المجتمعية )الاعتماد داخل المجموعات أو التجمعات(،

ي مثل هذه الحالات، قد تكون الأخطاء القياسية  
. ف  ابط التسلسلىي

بيانات السلاسل الزمنية ذات الير

 .واختبارات الفرضيات غير صحيحة

مستويات  .3 جميع  عير  ثابتة  الأخطاء  تباينات  تكون  أن  التباين  تجانس  ض  يفير التباين:  تجانس 

اض يؤدي إلى تحولة التباين، حيث تختلف تباين الأخطاء   ات المستقلة. انتهاك هذا الافير المتغير

ات المستقلة. يمكن أن يؤدي التباين غير المتجانس إلى تقديرا  ت بير  مستويات مختلفة من المتغير

ة للأخطاء القياسية وتقديرات غير كفوءة واختبارات فرضيات غير صحيحة   .متحير 

. قد يؤدي التباعد   .4
ً
 طبيعيا

ً
ض طريقة المربعات الصغرى أن الأخطاء تتبع توزيعا : تفير التوزي    ع الطبيعي

ة للمعلمات، وأخطاء قياسية غير صحيحة، واختبارات فرضيات   عن الطبيعة إلى تحويلات متحير 

 مع  غير موثوقة. ومع ذلك، تعتير طريقة المربعات الصغرى متينة تجاه التباعد عن الطبيعة،  
ً
خاصة

 .حجم العينة الكبير 

ات المستقلة   .5 : يحدث التأثير الداخلىي عندما يكون هناك ترابط بير  المتغير عدم وجود التأثير الداخلىي

قياس،   أخطاء  ات محذوفة،  الانتهاك بسبب وجود متغير يحدث هذا  أن  يمكن  الخطأ.  ومصطلح 

ة وغير ثابت امن، أو انحياز الاختيار. يمكن أن يؤدي التأثير الداخلىي إلى تقديرات متحير 
ة للمعلمات، الير 

ي  ستعمالمما يجعل طريقة المربعات الصغرى غير موثوقة للا  ي الاستدلال السبنر
 .ف 
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ات  .6 ابط بير  المتغير
عدم وجود تعدد الاندماج: تشير تعددية الاندماج إلى وجود درجة عالية من الير

ي طريقة المربعات الصغرى عن 
ي مشاكل ف 

ي نموذج الانحدار. يمكن أن يتسبب التعدد ف 
المستقلة ف 

ينتج عن ذلك تقدي  ابطة. يمكن أن  المير ات  الفردية للمتغير ات  التأثير رات غير  طريق صعوبة تميير  

ي تفسير النموذج 
ة وصعوبة ف   .دقيقة وأخطاء قياسية كبير

هذه   انتهاك  لمعالجة عند  التشخيص  واختبارات  البديلة  التقدير  تقنيات  استخدام  يمكن  اضات،  الافير

المشكلات. تشمل هذه الطرق تقنيات التحليل القوي، ومربعات الصغرى العامة، وطرق المتغير المعياري،  

ها  .وغير

إذا كانت   ما  وتقييم  بعناية  الصغرى  المربعات  لطريقة  اضات  الافير بفحص  الباحثون  يقوم  أن  المهم  من 

، واختبارات تعدد   ي
ي بياناتهم. يمكن أن تساعد الاختبارات التشخيصية، مثل تحليل البافر

تتعرض لانتهاكات ف 

ي تحديد احتمالات الانتهاك. من خلال الا 
ات، ف  اف بالانتهاكات ومعالجتها، الاندماج، وتحولات المتغير عير

 يمكن للباحثير  تحسير  دقة وموثوقية نماذج الانحدار الخاصة به 

   Heteroscedasticityعدم تجانس تباين الأخطاء1.

ي  و  9.4
ي طريقة المربعات الصغرى، وهو أن الخطأ العشوان 

ي الذي تكلمنا علية ف 
هو الفرض الثان 

 له تباين ثابت. 

 طبيعة عدم ثبات تباين الأخطاء، أسبابه وآثاره:  .1.1

ك للأخطاء تعرف كما يلىي -إذا كانت فرضية تجانس التباين غير محققة، فإن مصفوفة التباين 
  :التباين المشير
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من الملاحظ أن تباينات الأخطاء ليست ثابتة على القطر الأول وبالتالىي تباين الأخطاء مرتبط بقيم المتغير  

 (. 3-3المستقل كما يظهر الشكل )

ين التابع  2يوضح الشكل رقم )  ي حالة ثبات تباين الخطأ،   Xوالمستقل    Y( العلاقة المتوقعة بير  المتغير
ف 

 Xويلاحظ من خلال هذا الشكل أن تباين حد الخطأ لا يعتمد على قيم 
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( حالة عدم ثبات التباين لحد الخطأ  3ويوضح الشكل رقم ) 
iE i  ,)( 22 

  X، حيث نلاحظ أن زيادة  

 سوف  

 Cross-section dateتؤدي إلى زيادة تباين حد الخطأ، ويرتبط هذا المشكل ببيانات المقطع المستعرض 

، حيث أن الأولى عبارة عن بيانات يتم تجميعها عن Cross-series dateأكير من بيانات السلسلة الزمنية  

الأفراد  الإنفاق الاستهلاكي عند مستويات مختلفة لدخول  بيانات  )مثال:  ي لحظة زمنية معينة 
متغير ما ف 

ة زمنية معينة. وهناك عدة  2005لسنة   (، أما بيانات السلسلة الزمنية فيتم تجميعها عن متغير ما عير فير

باين حد الخطأ منها تحسن أساليب تجميع البيانات، وهذا يُقلل من الأخطاء المرتكبة أسباب لعدم تجانس ت

ي القياس، ومن ثم سوف يقل تباين حد الخ
 طأ. ف 

ي 
تب على مشكلة عدم ثبات التباين عددا من الآثار تتمثل ف   :1ويير

تفقد  - ولكنها  والاتساق،  التحير   بعدم  متصفة  الصغرى  المربعات  باستخدام  المقدرة  المعالم  تبفر 

 صفة الكفاءة. 

كة   - المشير التباينات  وكذلك  المقدرة  التباينات  المقدرة   Covariancesتصبح  بالمعالم  الخاصة 

ة وغير متسقة، ولذا فإن اختبارات الفرضيات لا تصبح دقيقة أو ملائمة.   متحير 
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اكتشاف وتصحيح خروقات فرضيات النموذجو   : أثار رابعالفصل ال  

ي 
 
 74  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

بالرغم من أن التنبؤات القائمة على أساس المعالم المقدرة باستخدام المربعات الصغرى العادية   -

أنها تكون أقل مصداقية من التنبؤات   ي 
أنها تفقد صفة الكفاءة، وهو ما يعن  ة، إلا  تظل غير متحير 

 الأخرى. 

ي حالة عدم تجانس تباين الأخطاء، مقدر 
  :بطريقة المربعات الصغرى المعممة يكتب كما يلىي  BLUEف 

                                              
11

ˆ

111

)(

)()( ˆ

−−

−−−

=

=

XX

YXXX





، لا   ي
عكس تصحيح النموذج من الارتباط الذانر

مختلفة مرتبطة بسبب وجود هذا توجد منهجية موحدة للتصحيح من عدم ثبات تباين الأخطاء، فالطرق  

 المشكل. 

 . اختبارات اكتشاف عدم تباين الخطأ 2.1 .7

: ي  تم اكتشاف عدم ثبات تباين الأخطاء بواسطة عدة اختبارات منها ما يلىي

 Goldfeld-Quandtاختبار   1.2.1. .8

niXYاض النموذج التالىي  افير ب iii  ,..., 1 ,10 =++=   يمكن تبيان كيفية استخدام اختبار ،Goldfeld-

Quandt   :ي اكتشاف عدم ثبات تباين الخطأ من خلال الخطوات التالية
 ف 

 ترتيبا تصاعديا.  Xترتيب مشاهدات  ❖

،ثم تكوين مجموعتير  من المشاهدات بحيث يكون Yو    Xاستبعاد المشاهدات الوسط لكل من   ❖

 كما يلىي : لكل مجموعة على حدا معادلة خاصة بها  

ي المشاهدات الخاصة بكل من   -
ي تم    Y و    Xالمجموعة الأولى: وتتمثل ف 

الواردة قبل المشاهدات النر

iiiاستبعادها، والمعادلة الخاصة بهذه المجموعة هي :  bXaY 111 ++= 

ي المشاهدات الخاصة بكل من -
ي تم Y و     Xالمجموعة الثانية: وتتمثل ف 

الواردة بعد المشاهدات النر

 : iiiاستبعادها، والمعادلة الخاصة بهذه المجموعة هي dXcY 222 ++= 

 تقدير معاملات المعادلتير  السابقتير  باستعمال المربعات الصغرى :  ❖
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                                                 ii

ii

XdcY

XbaY

22

11

ˆˆ

ˆˆˆ
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+=

 

      :الحصول على القيم المقدرة لحد الخطأ ❖

                                                 iii

iii

YY
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222
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ˆˆ

ˆˆ
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:      Fإيجاد القيمة المحسوبة لإحصائية  ❖  كما يلىي

                                                   


=
2

1

2

2

ˆ

ˆ

i

i
F





 

2إيجاد درجات الحرية:                 ❖

)1(2 +−−
=

kmn
DF
  

ات المستقلة،  kحيث             : عدد المشاهدات المستبعدة.   m: عدد المتغير

عند درجات الحرية لكل من البسط والمقام، ومستوى معنوية  Fإيجاد القيمة المجدولة لإحصائية   ❖

 .  معير 

 والقيمة المجدولة لها :   Fمقارنة بير  القيم المحسوبة لإحصائية  ❖

المجدولة، نقبل الفرضية البديلة أي فرضية عدم ثبات   Fالمحسوبة أكير من    Fفإذا كانت   •

 تباين الأخطاء. 

 المجدولة، يتم قبول فرضية العدم.  Fالمحسوبة أقل من  Fأما إذا كانت  •

ات المستقلة    Goldfeld-Quandtلاحظ أن اختبار   ي حالة ما إذا كانت إحدى المتغير
لا يمكن تطبيقه إلا ف 

ي وجود مشكلة عدم ثبات تباين حد الخطأ. 
 هي المسببة ف 

 Whiteاختبار  2.2.1 .9

ح  ا ات المستقلة و كذا    White (1980)قير ي و جميع المتغير
اختبارا يعتمد على العلاقة بير  مربعات البوافر

 :مربعاتها. يمكن إبراز خطوات هذا الاختبار كما يلىي 
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 76  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

تقدير النموذج العام   ❖ += XY    ي
بطريقة المربعات الصغرى العادية ثم حساب مربعات البوافر

2ˆ
t

 . 

 :التالية الوسطيةتقدير المعادلة  ❖

                       ttkktkkttt uXXXX ++++++= 22

11110

2 ...ˆ 
 

 . 2Rثم حساب معامل التحديد الخاص بهذه المعادلة         

ي اختبارها هي  0Hفرضية ثبات تباين الأخطاء   ❖
ي ينبع 

   :النر

                                 0...: 1100 ====== kkH     

إحصائية مضاعف لاغرانج  
2RnLM =    تتبع توزي    ع

2   بدرجة حريةk2 إذا كان .
2Rn    2)2(أكير من k

)القيمة الحرجة لتوزي    ع
2 بنسبة معنوية 0(، فإننا نرفضH  أي إذا كان هناك على الأقل معامل واحد من

 معاملات المعادلة الوسيطية يختلف معنويا عن الصفر فإن تباين الأخطاء غير متجانس. 

طي للأخطاء  3.2.1  .10
 ARCH-LMاختبار ثبات التباين الش 

طي غير ثابت للأخطاء العشوائية   ARCH2سمح نماذج  ت
ي تحتوي على تباين شر

ات المالية النر بنمذجة المتغير

ي الغالب عن المخاطرة غير ثابت. يعتمد إذن هذا الاختبار على مضاعف  
طي الذي يعير ف 

حيث أن التطاير الشر

   :. خطوات الاختبار كالتالىي LMلاغرانج 

تقدير النموذج العام   ❖ += XY    ي
بطريقة المربعات الصغرى العادية ثم حساب مربعات البوافر

2ˆ
t

 . 

 :تقدير المعادلة التالية ❖

                                         tqtqtt u++++= −−

22

110

2 ˆ...ˆˆ 
 

مع حساب معامل التحديد الخاص بهذه المعادلة         
2R ي هذه الحالة

 مشاهدة.  q. نفقد ف 

 
2 Engle (1982) 
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 77  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

طي للأخطاء  ❖
ي اختبارها هي  0Hفرضية ثبات التباين الشر

ي ينبع 
   :النر

                                       
0...: 100 ==== qH 

    

إحصائية مضاعف لاغرانج  
2)( RqnLM −=    تتبع توزي    ع

2   بدرجة حريةq إذا كان .
2)( Rqn −    أكير

2)(من   q القيمة الحرجة لتوزي    ع(
2  بنسبة معنوية  0(، فإننا نرفضH   أي إذا كان هناك على الأقل معامل

طي للأخطاء غير متجانس.  ARCHواحد من معاملات معادلة 
 يختلف معنويا عن الصفر فإن التباين الشر

 معالجة عدم ثبات تباين حد الخطأ 3.1  .11

ن أبرز الطرق المستخدمة لتصحيح المشكلة هي طريقة المربعات الصغرى المرجحة، وتقوم هذه الفكرة  م

ي تقدير  على إعطاء القيم  
ذات الانحراف الأقل على خط الانحدار وزنا أكير من القيم ذات الانحراف الأكير ف 

ي 3العلاقة محل الاعتبار 
ل على نمط عدم ثبات التباين المكتشف ف  . ويتوقف شكل النموذج الأصلىي المُحوَّ

 النموذج الأصلىي المقدر. 

وبفرض أن النموذج الأصلىي كان كما يلىي :   
niXY iii  ..., ,1 ,10 =++= 

اضات(     فإن هناك عدة أنماط )افير

اض إلى آخر.   لعدم ثبات تباين الأخطاء، ويختلف النموذج أو المعادلة المحولة من افير

اض الأول:    ❖ الافير
( ) 222

ii XE  =
           : اض يتم تحويل النموذج الأصلىي إلى الشكل التالىي  وطبقا لهذا الافير

                                
i

ii

i

ii

i

XXXX

Y






++=++= 101

0 1

  

iعبارة عن حد الخطأ المحول  iحيث :          

i

X



 

iوبإجراء انحدار 

i

X

Y

iXعلى  

1

 مستخدما طريقة المربعات الصغرى العادية نحصل على:   
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 78  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

ي  
ب المعادلة المحولة المقدرة السابقة ف  يتم الحصول على النموذج الأصلىي   iXوبصر 

ii XY 10
ˆˆˆ  بعد   =+

معالجة عدم ثبات التباين 
2

 ( ي النموذج المحول
( هو عبارة عن ميل 1، ويتضح مما سبق أن الحد الثابت ف 

ي  
ف  الثابت  الحد  عبارة عن  المحول هو  للنموذج  الانحدار  معامل  ، وميل  الأصلىي للنموذج  الانحدار  معامل 

 .  النموذج الأصلىي

❖   : ي
الثان  اض  )الافير ) ii XE 22  المعادلة    = إلى  الأصلىي  النموذج  تحويل  يتم  اض  الافير لهذا  وطبقا 

 التالية:         

                              
ii

ii

i
i

ii

i X
XX

X
XX

Y






++=++= 101

0 1

 

iحيث        
iعبارة عن حد الخطأ المحول  

i

X



  ،
0iX

 

iوبنفس الحالة الأولى نجري  انحدار 

i

X

Y

iXعلى   

1

 ،iX
 بواسطة المربعات الصغرى العادية.  

اض الثالث:     ❖ )الافير ) 222

ii YE  اض تكون المعادلة المحولة من الشكل:                                                       =  ، وطبقا لهذا الافير

                              

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
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YYY
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اض الرابع:    ❖ الافير
( ) iiE  ˆ22 =

ي 
اض أن تباين حد الخطأ دالة خطية لبوافر ، ويتضمن هذا الافير

 طريقة المربعات الصغرى العادية، وطبقا لهذا تكون المعادلة المقدرة كما يلىي : 

                                  i

i

i

i

ii

i XY











 ˆˆˆ

1

ˆ
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اض الخامس : التحويلات اللوغاريتمية، إن تحويل النموذج الأصلىي إلى الصيغة اللوغاريتمية  ❖ الافير

اض   المزدوجة سوف يؤدي غالبا إلى تقليل درجة عدم ثبات تباين حد الخطأ، ومن ثم طبقا لهذا الافير

 تكون المعادلة المحولة المناسبة للنموذج الأصلىي كما يلىي :    
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 79  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

❖  iii LnXLnY  ++= 10. 

ي للأخطاء 2  
 . الارتباط الذان 

ي للأخطاء 2.
 الارتباط الذان 

ي من الدرجة الأول   1,2. .12
    :   AR(1)الارتباط الذان 

ي 
ي يمثل عنصر مستقل من مجتمع موزع توزي    ع طبيعي ف 

 حالة أن جميع الفروض موجودة كل عشوان 

ي من الدرجة الأولى فأن العنصر غير مستقل    2ذا وسط صفري وتباين  
. عندما يكون الارتباط الذانر

 بل يتبع النموذج التالىي 

t1tt uu += − 

ي موزعه توزي    ع طبيعي ومستقلة   1معلمه تقيس درجة الارتباط وقيمتها اقل من    حيث  
و  عشوان 

   2وذات وسط صفري وتباين ثابت = 

u N for all t

E u u for all t

E u u for all t

t u

t s

t t

~ ( , )

( , )

( , )

0

0

0

2

1



=

=−
 

t1ttإن العلاقة   uu +=  تدل على إن التغير جزء من التغير السابق مضافا أليه تأثير يمثل ب     −

tν    .  ي قد تقع بعد
ات، إذا كان الارتباط    sالارتباط هو درجة التغاير بير  القيم الحالة والقيم النر من الفير

ة    ي  الفير
ة     sبير  العناض ف  ي القادم مماثل     t-sوالفير

ي الحالىي والعشوان 
ي الارتباط بير  العشوان 

يعن 

ي السابق يكون 
ي الحالىي والعشوان 

   Symmetricللارتباط بير  العشوان 

ي من الدرجة الأول   2.2 .13
 . خواص الارتباط الذان 

: ا  نموذج يستعمل  ويأخذ الشكل التالىي
ي من الدرجة الأولى  وهو اكير

 لارتباط الذانر

1tt uu −=
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 80  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

حيث تقيس درجة الارتباط   السابقة، ودرجة الاعتماد تعتمد على المعلمة    uتعتمد على    uحيث  

اوح قيمته  ي بير  العناض الحالية والعناض السابقة.   وتير
−بير     الذانر   +1 1     1إذا كانت  = 

      ي السابق وإذا كانت
ي الحالىي يساوي العشوان 

معناه أن الحدث السابق       =  1/ 2معناه أن العشوان 

  tu    الحدث السابق آي أن   1/ 2يؤثر على الحدث  الحالىي ومقدار التأثير أن الحدث الحالىي يساوي 

ي يمثل     حسب قيمة  t u-1تعتمد على قيمة 
ي العلاقة عادة تكون مصحوبة بمتغير عشوان 

ولكن ف 

ي الذي هو 
ي قد تصاحب الحدث. ولذلك نضيف العنصر العشوان 

ات العشوائية النر وهذا ما   tvالتغير

تعتمد على   الأولى لأن   بالدرجة  الأولى ويسم  الدرجة  من  ي 
الذانر الارتباط  وع  بمشر   u t-1يسم 

 .  1الدرجة الأولى آتية من 

ي من     Markov  First - order Autoregressive schemeوتسم   
الذانر الانحدار  وع  مشر

 . (AR1)الدرجة الأولى

),0(N~ 2

ut              t1tt uu += − 

   -  E(u)=0  

Varيساوي   u 2تباين   -  u t u( ) =  2

 

t4ttإذا كانت البيانات رب  ع سنوية مثلا نقول   uuu += ي هذه الحالة يكون ارتباط من الدرجة   −
وف 

 الرابعة.   

t-1عن  مستقلة  tuإن  =صفر  معناه  إذا كانت   
 u 

الانحدار الأصلىي وثم    tuلدينا  عشوائيير     نموذج  تؤثر على  ي 
فيما    tuالنر نفس  ها،   تؤثر على   ي 

النر

ي فيها لان قيمتها   tuيختص ب    
ي من مشكلة وجود الارتباط الذانر

ي تؤثر على النموذج الأصلىي تعان 
النر

السابقة:   القيم  حسب  iiiتتحدد  uXY ++=                السابقة القيم  مع  ذاتيا  ترتبط  أن   آي 

t1tt uu += uو     − Nt u~ ( , )0 2      والتغاير بيرtυ  و  s-t  υ     آي آن tυ   ي كل الفروض
يستوف 

النحو   الأولى على  الدرجة  من  ي 
الذانر الانحدار  نموذج  ويمكن كتابة  عليه  لتطبيق م ص ع  اللازمة 

ي هذه الحالة 
 . Pure White Noiseأعلاه. ويسم ف 
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ي 3.2 .14
 . اختبارات الكشـــــــف عن الارتباط الذان 

ي  م
واختبار    hاختبار دير بن واتسون، اختبار   ن بير  الاختبارات المخصصة عن مش  كلة الارتباط الذانر

 مضاعف  لاجرانج : 

  اختبار دير بن واتســون:  .1.3.2

ي من عدة أسباب منها :   اذن.   
 ينشأ الارتباط الذانر

ي النموذج المراد تقديره.  ❖
ية ف  ات التفسير  إهمال بعض المتغير

 الرياضية الخاطئة للنموذج. الصياغة  ❖

 عدم دقة بيانات السلاسل الزمنية.  ❖

 أما وجوده يؤثر سلبا على نتائج المربعات الصغرى العادية من حيث : 

ة.  ❖  القيم المقدرة للمعاملات سوف تكون غير متحير 

تباين القيم المقدرة لمعاملات النموذج سوف لا يكون أقل ما يمكن.لذلك تستعمل عدة اختبارات   ❖

 للكشف على هذا الاختلال منها ما يلىي : 

 Durbin-Watson test  (1950 et 1951)اختبار دربي   واتسون 2.3.2  .15

اختبار  ي الارتباط   Durbin-Watsonعتير  اكتشاف  ي 
ف  المستخدمة  الشائعة  الاختبارات  أهم  من 

ي من الدرجة الأولى حسب الشكل:    
 الذانر

                                   ),0(~ 2

uN tttt uu    , 1 += −
 

 وي  هدف إلى اختبار الفرضيات التالية :  

                                                             0:

0:

1

0



=





H

H

 

 :DWيجب حساب إحصائية دربير  واتسون  0Hلاختبار فرضية العدم 
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( )





=

−

=
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=
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t

tt
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2

1

2

2

1

ˆ

ˆˆ





 

   :، لدينايمكن كتابة الإحصائية أيضا بدلالة مقدر معامل الارتباط 
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1

1

1
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1
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 :نلاحظ أن

=

−

=


n

t

t

n

t

t

2

2

1

1

2 ˆˆ 
  :إذن 

                                         







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                                        :نعلم أن




=

−

=

−

=
n

t

t

n

t

tt

1

2

1

1

1

ˆ

ˆˆ

ˆ







      

2)1ˆ(                                          :ومنه −DW 

الإحصائية   أن  بير   DW حيث  قيمها  وتأخذ  للاختبار  المحسوبة  القيمة  من  4و  0تمثل  ويتضح   .

 . 2DWفإن  =0المعادلة السابقة أنه إذا كانت 

ي تشير إلى وجود أو عدم وجود ارتباط   dويوضح الشكل التالىي قيم  
)القيم المجدولة للاختبار(، النر

ي من الدرجة الأولى موجب أو سالب، أو تجعل نتيجة الاختبار غير محددة، وتوجد قيم كل من  
ذانر

ي d  (Ud,Ldالحدين الأعلى والأدن  ل  
ي الجدول الإحصان 

 . لتوزي    ع دربير  واتسون ( ف 

 Durbin-Watson( : مناطق القبول والرفض لاختبار 1الشكل رقم )

 

 

• • • • • • • • • • • • • •  

X 

 

Y 
 • • • • • • • 
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ستخرج نتيجة اختبار 1بالاعتماد على الشكل رقم )
ُ
:   DW( يمكن أن ت  كالتالىي

LdDWإذا كانت   ❖    أوLdDW −  .  0Hيرفض  4

UUإذا كانت   ❖ dDWd −4
 .  0Hيقبل  

LUإذا كانت   ❖ dDWd −− 44
ULأو    dDWd 

ثم     ومن  محددة،  غير  الاختبار  نتيجة  تكون 

 .  يجب إضافة بيانات أكير

وط التالية ي ظل الشر
  :لا يمكن استعمال هذا الاختبار إلا ف 

 0يجب أن يكون النموذج متضمنا للمعلم الثابت  ❖

مستقلةالنموذج   ❖ ات  إبطاء كمتغير ات 
فير ذات  تابعة  ات  متغير يتضمن  لا  دربير   4المقدر  يختير  لا 

ي من الدرجة الأولى. 
 واتسون إلا الارتباط الذانر

16. Breusch-Godfrey 3.3.2  اختبار 

ي من درجة أكير من  ي
رتكز هذا الاختبار على مضاعف لاغرانج و الذي يسمح باختبار وجود ارتباط ذانر

ي للأخطاء من الدرجة  
   :يكتب على الشكل التالىي  pالواحد. نموذج الانحدار الذانر

                                     tptpttt u++++= −−−  ...2211 

  :ليكن النموذج العام حيث أن الأخطاء مرتبطة ذاتيا

                   tptptttkktt uXXY ++++++++= −−−  ...... 2211110 

  :هناك ثلاث خطوات لإجراء هذا الاختبار

ي  ❖
 t̂تقدير النموذج العام بطريقة المربعات الصغرى ثم حساب البوافر

 
                           متغيرات تابعة ذات فترات إبطاء كمتغيرات مستقلة، سيتم التطرق إلى هذا النوع من النماذج في الفصل الرابع.هذا النوع من النماذج قد يتضمن  4
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 :تقدير المعادلة الوسيطية التالية ❖

                       tptptttkktt uXX ++++++++= −−−  ˆ...ˆˆ...ˆ
2211110 

المعادلة          بهذه  الخاص  التحديد  معامل  حساب  المعادلة، 2Rثم  هذه  باستعمال  أن  نذكر   .

 مشاهدة.  pسنفقد 

ي اختبارها هي  0Hفرضية استقلالية الأخطاء   ❖
ي ينبع 

   :النر

                                       
0...: 210 ==== pH 

    

الإحصائية  
2)( RpnLM −=    توزي    ع تتبع 

2   حرية إذا كان pبدرجة   .
2)( Rpn −     من أكير 

)(2 p القيمة الحرجة لتوزي    ع(
2  بنسبة معنوية 0(، فإننا نرفضH  .فرضية استقلالية الأخطاء 

ي بي   الأخطاء4.2 .17
ي حالة وجود ارتباط ذان 

 
 طرق التقدير ف

ي بير  الأخطاء، إ
   :النموذج الخطي العام يكتب على الشكل التالىي ذا أخذنا بعير  الاعتبار الارتباط الذانر

                                                  += XY 

                                    :مع
1  ,1 += −  ttt u

  

الدرجة الأولى   ي من 
الذانر ورة الانحدار  المعادلة عن سير الذي يحقق الفرضيات   AR(1)تعير هذه 

   :التالية

                                      tu

ttuu

tuE

uE

tt

tt

ut

t

=

=

=

=

−  ,0),cov(

 ,0),cov(

 ,)(

0)(

1

'

22

'





 

، نعوض   ي
   :بما يساويه، نحصل على t−1من نموذج الانحدار الذانر

                       ttttttt uuuu ++=++= −−−− 12

2

12 )( 
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 :بما يساوي  ها، نحصل أيضا t−2نعوض  

               ttttttttt uuuuuu +++=+++= −−−−−− 12

2

3

3

123

2 )( 
 

، لدينا العادلة ي الأخير
 :ف 

                            ...3

3

2

2

1 ++++= −−− ttttt uuuu 
 

ورة إلى الصفر لأن   :تؤول هذه السير
1

. 

  .tنقوم إذن بدراسة خصائص 

لدينا 
0)( =tE 

بيع الخطأ      :، نحصل علىtو بير

                            ...2

3

62

2

42

1

222 ++++= −−− ttttt uuuu 
 

ي على الطرفير  
 :ثم بإدخال التوقع الرياض 

                  ...)()()()()( 2

3

62

2

42

1

222 ++++= −−− ttttt uEuEuEuEE 
 

tuEuEuEuE              :نعلم أن utttt ===== −−−  ,...)()()()( 22

3

2

2

2

1

2 
 

                    :ومنه
26422 ...)1()()var( utt E  ++++==

 

                                :إذن
2

2
2

1
)()var(






−
== u

tt E

 

tuوباستعمال خصائص  
ك للخطأ     :، لديناt، نقوم بحساب التباين المشير

           

( )( )
...         

......

2

3

52

2

32

1

4

3

3

2

213

3

2

2

11

+++=

++++++++=

−−−

−−−−−−−−

ttt

tttttttttt

uuu

uuuuuuuu





 

ي الأخير علىبإدخال 
، نحصل ف  ي على الطرفير 

  :التوقع الرياض 
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1
)(

2

2

1





−
=−

u
ttE

 

ء مع  ي
نفس السر

    )( 2−ttE 
:   

                                            
2

22

2
1

)(





−
=−

u
ttE

 

ي الحالة العامة، سيكون لدينا
            :ف 

2

2

1
)(






−
=−

u

i

ittE

 

ي من الدرجة الأولى تكتب على -مصفوفة التباين
ي حالة وجود ارتباط ذانر

ك للأخطاء ف  التباين المشير

        :الشكل التالىي 
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
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  :يكتب على الصيغة التاليةنذكر أن مقدر طريقة المربعات الصغرى 

                                    )()( ˆ 111 YXXX −−− = 
 

ي أن معكوس مصفوفة التباين
ك للأخطاء معرف كما يلىي -و هذا يعن 

  :التباين المشير
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ي 
و    من الملاحظ أن قيمنر

2

u
ي إيجاد مقدر لكل منهما وذلك    

ي أنه ينبع 
غير معروفتير  وهذا يعن 

حيث النموذج  Mبالبحث عن مصفوفة   MMXMY  يحقق جميع الفرضيات الأساسية.  =+
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IMMMMEMMEMME               :لدينا 2'''''' )()()))(((   ====
 

)      :كما يلىي   BLUEإذن نحدد المقدر  ) MYMXMXMX ''1''ˆ −
= 

                         :و بالنتيجة التالية  == −−     121'

uMM
 

   :المصفوفة  نحصل على
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ي تعتير كاستنتاج للمصفوفة: 
 النر
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المصفوفة   نفسها  هي  و 
 12 − u  طريقة إلى  المعممة  الصغرى  المربعات  طريقة  تؤول  وعليه   .

ي عن طريق 
المربعات الصغرى العادية، حيث يتم تقدير النموذج العام المصحح من الارتباط الذانر

ات عن طريق شبه الفروقات من الدرجة الأولى، لدينا   :تحويل المتغير
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kj  :حيث ,....,2,1= 

                    :عند استخدام شبه الفروقات، نفقد المشاهدة الأولى لكل متغير ولتجنب ضياعها، نضع
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   :يكتب النموذج المصحح على النحو التالىي 

1,12,1221,11101 )(...)()()1( −−−−− −+−++−+−+−=− ttkttkktttttt XXXXXXYY 

الذي   الأساسي  المشكل  العادية.  الصغرى  المربعات  بطريقة  الأخير  النموذج  تقدير  يتم  كما ذكرنا، 

ي تقدير 
ي بير  الأخطاء من الدرجة الأولى. نواجهه يتمثل ف 

هناك إذن عدة طرق  معامل الارتباط الذانر

 للتقدير منها ما يلىي : 

 Durbin-Watsonعن طريق إحصائية  تقدير   1.4.2. .18

ˆ2/1، حيث:  DWانطلاقا من إحصائية  تقدير  :لخطوة الأولىا DW− 

 :تقدير النموذج التالىي بعد إجراء التعديلات على المشاهدات بحساب شبه الفروقات  :الخطوة الثانية

     tkttkktttttt uXXXXXXYY +−++−+−+−=− −−−− )ˆ(...)ˆ()ˆ()ˆ1(ˆ
,12,1221,11101 

 

ttkkttt                        :أي uXXXY +++++= **

22

*

11

*

0

* ... 
 

k :المعالم المقدرة بطريقة المربعات الصغرى هي  ˆ,...,ˆ
ˆˆ)1ˆ(و   1

0

*

0  −= . 

 Theil-Nagarبطريقة  تقدير  2.4.2  .19

ح ا  من خلال العلاقة التالية :  تقديرا ل      Nagarو Theil قير

                                           

( )  ( )
( )22

22

1

12/1
ˆ

+−

++−
=

kn

kDWn


 

المستقلة   kحيث   ات  المتغير عدد  بطريقة    .هي  النموذج  معالم  لتقدير  الخطوات  نفس  نستخدم 

 المربعات الصغرى. 

 Cochrane-Orcuttطريقة  3.4.2  .20
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ح  ا  بواسطة القيم المقدرة لحد الخطأ.   تقديرا بإعطاء قيمة ابتدائية ل     OrcuttوCochrane قير

ة  :الخطوة الأولى   :إعطاء قيمة ابتدائية لمعامل الارتباط وذلك بتقنية تقدير مباشر


−

−
=

2

1

1

ˆ

ˆˆ
ˆ

t

tt






 ،

  :فليكن

                                                       ˆˆ
0 = 

  :تقدير النموذج التالىي بطريقة المربعات الصغرى العادية :الخطوة الثانية

tkttkktttttt uXXXXXXYY +−++−+−+−=− −−−− )ˆ(...)ˆ()ˆ()ˆ1(ˆ
,102,10221,10110010 

 

k  :المعالم المقدرة هي  ˆ,...,ˆ
ˆˆ)1ˆ(و   1

0

*

0  −= . 

ي تقدير جديدة   إعادة تقدير  :الثالثةالخطوة 
ببوافر

1ˆ
tحيث:  

                                       tkkttt XXY  ˆ...ˆˆˆ
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)1( −−−−=
 

                                                              
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=
2)1(
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ˆ
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
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الرابعة الفروقات  :الخطوة  شبه  ذات  ات  المتغير على  التالىي  النموذج  :تقدير 

tkttkktttttt uXXXXXXYY +−++−+−+−=− −−−− )ˆ(...)ˆ()ˆ()ˆ1(ˆ
,112,11221,11111011 

ي تقدير جديدة    م نعيد تقدير ث
مرة أخرى ببوافر

)2(ˆ
t     2فنحصل على تقدير ل̂  نكرر العملية مرات .

 أخرى إلى غاية سكون مقدرات النموذج )عادة نكرر العملية ثلاث أو أرب  ع مرات(. 

 Hildreth-Luطريقة  4.4.2  .21

 . Watson-Durbinتحديد نوع الارتباط )موجب أو سالب( بواسطة إحصائية  :لخطوة الأولىا

 ]1,0[. نختار قيما تنتمي إلى  المجال  نحدد مجالا للقيم الممكنة لمعامل الارتباط  :الخطوة الثانية

إذا كان سالبا.على سبيل المثال يكون   −]0,1[إذا كان المعامل موجبا و قيما تنتمي إلى هذا المجال  
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لدينا  1 ;0.9 ...; ;2.0 ;1.0=    نا أن معامل الارتباط موجب فيتم اختيار درجة سلم أو    0.1إذا اعتير

  :ومع كل قيمة يتم تقدير النموذج 0.01

      

tktitkktittititit uXXXXXXYY +−++−+−+−=− −−−− )ˆ(...)ˆ()ˆ()ˆ1(ˆ
,12,1221,11101 

 

ي  ونأخذ قيمة 
ي عندها يكون مجموع مربعات البوافر

القيمة النر


t

tu 2ˆ

 أصغر ما يمكن.  

 مثال: 

     ut-1  

_ _ _ _ _ _ 4 

16 1 25 1 20 4 5 

25 1 36 1 30 5 6 

36 4 16 -2 24 6 4 

16 1 9 -1 12 4 3 

9 0 9 0 9 3 3 

9 25 4 -5 -6 3 -2 

4 16 4 -4 -4 2 -2 

4 25 9 -5 -6 2 -3 

9 64 25 -8 -15 3 -5 

25 4 49 -2 35 -5 -7 

49 0 49 0 49 -7 -7 

49 1 64 -1 56 -7 -8 

64 1 81 -1 72 -8 -9 

81 1 100 -1 90 -9 -10 

396 144 480 -28 366 -10   

 المجموع    0.924242     0.363636  

   𝑑 =
∑(𝑢𝑡−𝑢𝑡−1)

2

∑𝑢2
=

144

396
= 0,36 
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بالقيمة الجد  اختبار معنوية يتطلب استعمال إحصاء محسوب ويقارن  المحس  وب: أي  الإحصاء 

 وليه وبعد ذلك يتخذ القرار بقبول أو رفض فرضية العدم. 



 −−
=

2

2

1tt

u

)uu(
d

 

وهي القيمة     Ldويحصل على الإحصاء الجد ولىي من جدول دير بن واتسون.  حيث يعطي قيمة  

.نحصل على القيمتير  من   Upperالقيمة القصوى           Ud. حيث يعط قيمة    Lowerالدنيا. 

ات المستقلة   nالجداول، ولكن نحصل على القيمتير  نحتاج إلى عدد المشاهدات   -kوعدد المتغير

1) .) 

ي مستوى معير  يكون  
مقارنه بير  القيم الحسوبه والقيم الجد وليه، جداول دير بن واتسون تكون ف 

وهذه نقيضه من    15تبدأ من الجدول     n%.   و  5% والذي يستخدم دائما   1% وآخر  5عند جدول  

ولكن تم تفادي هذا الآمر   15نقائض جدول واتسون لأنه يتطلب عدد من المشاهدات لا تقل عن  

 مشاهدات فقط تقوم على نفس الفكرة.  6بتطوير جداول تبدأ من 

K=1 N 

ud Ld   

1.36 1.08 15 

1.37 1.10 16 

1.38 1.13 17 

1.39 1.16 18 

1.40 1.18 19 

1.41 1.20 20 

   

فض    Ld  =1.20  ud=1.41%  5عند مستوى الثقة    n=20إذا كانت     ي أننا سي 
إذا كانت    Hoهذا يعن 

1.20<d     ولن نرفضHo    إذا كانتd>1.41  وإذا كانت .Ld  d      ud    لا نستطيع إن نتخذ قرار

4-  وإذا كانت    Ld   -d > 4،  أو        >ud   dإذا كانت    Hoبشأن قبول فرض العدم آو رفضه. ارفض 

ud d     Ld -4  .لا نستطيع أن نتخذ قرار بشأن قبول فرض العدم آو رفضه 
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 . Hoتؤدي إلى رفض  4والقيم القريبة من الصفر آو قيمة  Hoتؤدي  إلى قبول  2القيم من 

 h.اختبار 5.2 .22

ي 
بن  ف  إن إحصاء دير  التابع ونتيجة لأسباب إحصاءيه لوحظ  للمتغير   حالة وجود متغير متباط   

وإذا استندنا على إحصاء دير بن واتسون سنتوصل إلى نتيجة خاطئة   2يتجه نحو قيمة     dواتسون   

ي بحكم انه قريب من  
ي   2ونقول انه لا يوجد مشكلة ارتباط ذانر

.  إذا كان الاختبار لوجود الارتباط الذانر

وع ماركوف:        t1ttمن الدرجة الأولى والذي يتخذ شكل مشر uu += − 

H

H A

0 0

0

:

:





=

 

ات مفشه لآي متغير   ات المتباطئة كمتغير النماذج الاقتصادية تحكمها قوه معينه تحتم ظهور المتغير

 تابع. 

 

nV1)ˆ(الإحصاء المحس  وب               

n
ˆh

1−
=

 

حة سابقا ويفضل استخدام   تباين مقدرة    )  )Vعدد المشاهدات و  d      .nتحسب  بالطرق المقير

        . tY-1معلمة 

بأخذ  إحصاء دير بن واتسون                   

d

d

= −

= −

2 1

1
2

( )






     

h
d n

nV
= −

−
( )

(  )
1

2 1 
 

 .Z  يمكن إيجادها من جدول  التوزي    ع الطبيعي  h القيمة الجد وليه 

 :  h ملاحظات على اختبار

tt21t10 uXYY +++= −
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ه يفضل  -   ي اكير من اختبار عينه كبير
 2مشاهده.  30استعماله للعينات النر

من   - اقل  ي 
النر العينات  عند  الاختبار  قوة  إذا كانت  -30تقل  الإحصاء  )nVينهار  )  لا    1 آي 

)nVيستخدم عندما تكون   )  .     −يكون     1 بيعي رقم تخيلىي   - بالسالب أي يكون الجذر الير

الدرجة   من  ي 
الذانر الارتباط  يطبق هذا على  أخرى  اعتبارات  ا  وبحكم  ة  الأخير الملاحظة  بحم هذه 

ي من الدرجة الثا
الأولى ولا يصلح للارتباط الذانر
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 Multicollinearityمفهوم التعدد )الازدواج( الخطي 3.

ات المستقلة  لحدى فرضيات النموذج الكلاسيكي للانحدار المتعدد هي أن  إ مصفوفة المشاهدات عن المتغير

، خطي وغير متحير  وذي تشتت أصغر، وذلك  ل     ̂، هذه الفرضية سمحت لنا باستنتاج مقدر kرتبة تامة  

)انطلاقا من المعادلة   ) YXXX = ̂  فإذا رفعت هذه الفرضية، فإن .( )XX    لن تكون ذات رتبة تامة، أي

أقل من رتبة  )تكون  )X   أو(( )X   أقل من ). ومع أن  k( أي  )XX  ( هي مصفوفة ذات حجم 
kk بالتالىي  )

فإن ومنه  معدوم(،  )محددها  شاذة  مصفوفة  )تكون  ) 1−
XX  المعادلة وبالتالىي  موجودة  غير  تكون 

( ) YXXX = ̂   الكلاسيكي للانحدار النموذج  (. يضع  الحلول  ي من 
نهان  إذن حلا وحيدا )عدد لا  تقبل  لا 

المتعدد   += XY    التابع niYiالمتغير  ....1: المستقلة = ات  المتغير مع  خطية  علاقة  ي 
ف 

niXXX ikii ....1:,......, 21 nii، وكذلك مع الأخطاء العشوائية = ....1: = فإذا كانت بالإضافة إلى ذلك ،

جم بارتباط خطي بير  أعمدة المصفوفة   kأقل من أو تساوي  Xرتبة   . Xفإن هذا يير

ات المفشِ  ة، ومن تم  وبعبارة أخرى يشير مشكل التعدد الخطي إلى وجود ارتباط خطي بير  عدد من المتغير

البسيط  الانحدار  حالة  ي 
ف  يوجد  لا  المشكل  هذا  نسمي  5فإن   .jX    رقم حيث      X ل   jالعمود 

 kj XXXXX .....,...., 21= . 

ي أنه يوجد شعاع  kأقل من  Xقولنا أن رتبة  -    
حيث :   Cيعن 

  0.....,...., 21 = kj CCCCC
      

2211...........0حيث :                                   =+++ kk XCXCXC 

ات المستقلة.  -     ة تعير عن وجود علاقة خطية بير  المتغير  العلاقة الأخير

 أسباب التعدد الخطي وآثاره 1.3 .23

 نشأ التعدد الخطي من عدة أسباب منها ما يلىي : ي
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مرور   - مع  للتغير  معا  الاقتصادية  ات  المتغير ات اتجاه  المتغير ايد   
تير سوف  الزمن  فبمرور  الزمن: 

الاقتصادية التالية معا: الدخل، الاستهلاك، الادخار، الاستثمار، المستوى العام للأسعار والعمالة،  

ات فإن التعدد الخطي سوف يتحقق.   وحيث أن هناك ارتباط بير  هذه المتغير

ة الزمنية الحالية    -  ي الفير
ي المعادلة المراد تقديرها: فالدخل ف 

ة إبطاء ف  ات مستقلة ذات فير استخدام متغير

ة الزمنية السابقة، وحيث أن هناك ارتباط بير  القيم المتتالية لمتغير ما   ي الفير
يتحدد جزئيا بواسطة قيمته ف 

 فإن التعدد الخطي سوف يتحقق. 

تب عنه:  ي وجود التعدد الخطي فإنه سوف يير
 وف 

ك   ❖ المشير والتباين  التباين  من  زيادة  المستمدة  التنبؤات  على  التأثير  دون  ة  بدرجة كبير للمقدرات 

 . 6الانحدار 

 القيم المقدرة لمعاملات الانحدار سوف تكون غير محددة وغير دقيقة.  ❖

ة جدا.  ❖  الأخطاء المعيارية للقيم المقدرة لمعاملات الانحدار سوف تكون كبير

 اختبارات اكتشاف التعدد الخطي 2.3 .24

)أو معامل  ت الكلىي  الارتباط  ، ومعامل  ي
الجزن  الارتباط  الخطي على درجة  التعدد  الخطورة لأثر  عتمد درجة 

الجزئية   الارتباط  المعيارية ومعاملات  الأخطاء  بأن كلا من  القول  يمكن  ومنه  المضاعف(،  ،  xi,xjrالتحديد 

، لكن كل معيار من هذه المعايير  2Rمعامل التحديد المضاعف   ، يمكنها أن تستعمل لاختبار التعدد الخطي

الثلاثة المذكورة ليس بمؤشر على وجود التعدد الخطي بمفرده، وذلك لأن القيم العالية للأخطاء المعيارية 

، وإنما يمكن أن تظهر لأسباب أخرى، كما أن الارتباطات العا لية فيما  لا تظهر دائما، بسبب التعدد الخطي

ات المستقلة لا تؤثر ب ورة على قيم المقدرات بير  المتغير j̂الصر 
ة بمعيار مناسب  ، ومنه ليست هذه الأخير

لقياس واكتشاف التعدد الخطي بمفردها، وبالمقابل يمكن لقيمة معامل التحديد المضاعف  
2R   أن تكون

 . Xi,Xjrعالية بالمقارنة مع 

 
  امتثال محمد حسن، محمد علي محمد أحمد،،  2000، ص 354. 6
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ة، ومع كل هذا  ورغم ذلك، من المحتمل أن تحتوي نتائجنا على إشارات خاطئة أو على أخطاء معيارية كبير

 .  يمكن القول بأن توفيق المعايير الثلاثة، أعلاه يساعدنا على اكتشاف التعدد الخطي

افدي لـ  طريقة 1.2.3 .25  Frisch التحليل الي 

ي انحدار المتغير التابع على كل متغير مستقل على حدا، ومنه نحصل على كل الانحدارات ت
كمن هذه الطريقة ف 

ات أخرى   الأولية، ثم نختار الانحدار الأولىي الذي يعطي النتائج الأكير مصداقية، ثم نضيف تدريجيا متغير

( ويكون المتغير المضاف للانحدار ذا  2Rمة  ونختير آثارها على كل من المعالم الفردية )أخطائها المعيارية، قي

وط التالية :   معنوية إذا تحققت فيه الشر

ن المتغير المستقل الجديد من   ❖ بدون أن يجعل المعالم الفردية مرفوضة بطريقة خاطئة،    2Rإذا حَسَّ

ه كمتغير مستقل.   نحتفظ بهذا المتغير ونعتير

ه مرفوضا ونحذفه  ❖ إذا لم يُحَسِن المتغير الجديد من العلاقة ويؤثر على قيم المعالم الفردية، نعتير

 من الانحدار. 

شِا، فإذا  ❖
َ
ا مُف ه متغير إذا أثر المتغير الجديد بشكل واضح على إشارات وقيم المعالم المقدرة، نعتير

ي تصبح فيها غير مقبولة على أساس الاعتبارات النظرية المعروفة 
تأثرت المعالم الفردية بالطريقة النر

عقد، يكون هذا المتغير مسبقا، فإنه يمكننا القول بأن هذا مؤشر على وجود التعدد الخطي بشكل م

ات المستقلة الأخرى، يكون أثره غير مقدر وغير   مُهما، لكن بسبب الارتباطات الخطية مع المتغير

 معروف إحصائيا بواسطة المربعات الصغرى العادية. 

افدي ل    ات الموجودة بالعلاقة    Frischإن التحليل الير ينص على تقدير كل الانحدارات الممكنة ما بير  المتغير

بقية   ي 
ف  متغير  لكل  الممكنة  الانحدارات  واعتبار كل  تابع  تيب، كمتغير  بالير  ، متغير آخذين كل  المدروسة، 

افدي يتطلب منا حسا ي التحليل، ومن الواضح أن التحليل الير
ي ندخلها تدريجيا ف 

ات، والنر ة،  المتغير بات كثير

 .  ومنه تكون المقارنات ما بير  النتائج معقدة أكير

ط الأعداد  2.2.3 .26  Condition numbersقياس التعدد الخطي أو ش 

ن خلال النموذج التالىي :      م
niXXY iiii ..........1:22110 =+++=  
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يكون لدينا   :                              

{
 
 

 
 𝑉𝑎𝑟(𝛽̂1) =

𝜎𝜀
2

∑𝑋𝑖1
2 (1−𝑅1

2)

𝑉𝑎𝑟(𝛽̂2) =
𝜎𝜀
2

∑𝑋𝑖2
2 (1−𝑅2

2)

𝐶𝑜𝑣(𝛽̂1, 𝛽̂2) =
𝜎𝜀
2𝑅1

2

∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2(1−𝑅1
2)

 

حيث أن  
2

1R     ين المستقلير ، بينما  2iXو    1iXهو مرب  ع معامل الارتباط المتعدد ما بير  المتغير
2

2R  هو ما بير

21 ii XX  ي الأخير متساويان، أما عند توسيع النموذج إلى
( يصبح  <2kمتغير مستقل )   k، وهما ف 

2

jR
على أنه 

ijXمرب  ع معامل الارتباط المتعدد ما بير  المتغير المستقل  
ات المستقلة الأخرى، ومنه يمكننا     وبقية المغير

      استنتاج قانون عام لتباين المقدرات الفردية لشعاع معالم النموذج كما يلىي : 

                                             
( )

( )
kj

RX
Var

jij

j .......1  , 
1

ˆ
22

2

=
−

=




 

وتكون قيمة  
( )jVar ̂

ة كلما كانت:     كبير
2

  ة ؛   كبير
2

ijX
ة،   صغير

2

jR
ة.     كبير

التباين" تضخم  "معامل  يسم  جديد  مقياسا  عرِف 
ُ
ن ،  Variance Inflation Factor (V.I.F) ومنه   "

ط العدد .  Condition numberومقياسا آخر يسم "شر  "، وهما مقياسان يحددان درجة التعدد الخطي

ويعرف معامل تضخم التباين كما يلىي :                                       -     
( )

21

1ˆ..
j

j
R

FIV
−

=

 

وبناءا على هذا التعريف نستطيع كتابة:            -     
( ) ( ) kjFIV

X
Var j

ij

j .......1, ˆ..ˆ
2

2

==





 

 

 أي أن :                                      
( ) ( ) kjVar

X
FIV j

ij

j .......1ˆˆ..
2

2

==






 

، ومنه    VIFانطلاقا من الانتقادات الموجهة لمعامل الارتباط، يكون مقياس   غير كافٍ لتحديد التعدد الخطي

ط الأعداد المذكور من طرف  ، والذي يقيس حساسية مقدرات الانحدار   Welsch, 1980نذكر مقياس شر

بيعي لأكير قيمة مقسمة على أصغر   ط الأعداد على أنه الجذر الير ي التباينات، ويعرف شر
ة ف  ات الصغير للتغير

ة  )للمصفوفة قيمة للقيم الممير  )XX  وهو على الشكل         :
( )

min

max




=XK
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، ومع هذا، فإن  ط أفضل لعدم جدية التعدد الخطي فكلما كانت القيمة أعلاه أقرب إلى الواحد، كلما كان الشر

ب    الخاص  القانون  حيث   ، ليسا كاملير  أعلاه  المذكورين  خلال   VIFالمقياسير   من  الارتباطات  إلى  ينظر 

بإعادة تحويل  يتغير  أن  يمكن  العدد  ط  أن شر الوحيد، كما  بالعامل  المستقلة فقط، وهذا ليس  ات  المتغير

بعض   حذف  عند  للاستعمال  المقياسان  ويصلح  صحيحة،  دائمة  ليست  ي 
والنر المستقلة،  ات  المتغير

ي  
ي الحالات النر

ات وفرض قيود على المعالم فقط ف  يكون فيها  المتغير
12 jR

ة  ، أو لما تكون القيمة الممير 

ة  معالمه،   minالصغير المفروضة على  القيود  لبعض  تبعا  الحالة  ي هذه 
ف  النموذج  نقدر  الصفر.  من  أقرب 

ح   ات ومنه درجة التعدد الخطي على الشكل   Theilويقير مقياسا أخر لقياس درجة الارتباط فيما بير  المتغير

          :
( )

=

−−−=
k

j

jRRRm
1

222

 

هو معامل التحديد المضاعف المعروف من قبل، أما    2Rحيث أن  
2

jR−   فهو مرب  ع معامل الارتباط المتعدد

ي    yمن انحدار  
)المركزة( ف 

.,......, 21 kxxx
يمكن   m، لكن إحدى عيوب هذه الطريقة هي أن  jxمع حذف    

ح طرقا معينة لحل مشكلة التعدد الخطي كإضافة  أن تكون سالبة مما يجعل التحليل أصعب، وهناك من يقير

 حد ثابت لتباينات مقدرات المعالم قبل حل المعادلات الطبيعية للمربعات الصغرى. 

 Farrar-Glauber طريقة 3.2.3 .27

 الخطوات التالية:   Farrar-Glauberكتشاف ظاهرة التعدد الخطي يتبع لا

ات المستقلة: حساب محدد مصفوفة  أولا ❖  :معاملات الارتباط بير  المتغير

                                   
1...

...............

...1

...1

32

23212

13121

XXXXXX

XXXXXX

XXXXXX

kkkk

k

k

rrr

rrr

rrr

D =

 

     . ب من الصفر، فإن هناك دليل على وجود تعدد خطي  عندما تكون قيمة المحدد تقير

ثانيا : نستعمل اختبار  ❖
2  : وذلك بوضع الفرضيات التالية 

                                        ) 1D  :0)استقلال خطي =H 
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                                           ) 1D  :1)ارتباط خطي H          

   :)القيمة المحسوبة( تعرف كما يلىي  Farrar-Glauberإحصائية 

                                          
Dkn ln.)72(

6

1
1*2









+−−−=

 

ي النموذج و  kهو حجم العينة،  nحيث  
ات المفشة ف  ي.  lnهو عدد المتغير  هو اللوغاريتم النبير

أكير تماما من القيمة المجدولة لتوزي    ع    2*فإذا كانت قيمة  
2    بدرجة حرية

)1(
2

1
+kk

و نسبة معنوية    

،  1نقبلH  أي هناك تعدد خطي 

حة للتعدد الخطي 3.3 .28  الحلول المقي 

، فإن الحلول تكون  ع مُعتمِدة على إمكانية إيجاد مصادر أخرى للبيانات وعلى أهمية ند وجود التعدد الخطي

ي ظهورها، ثم على الهدف الذي من أجله نقوم بتقدير الدالة تحت الدراسة، فإذا لم 
ي تسببت ف 

العوامل النر

ي القياس الاقتصادي إهمال وجوده  
ح بعض باحنر يؤثر التعدد الخطي بشكل فعلىي على مقدرات النموذج، يقير

ي النموذ 
ي التعدد الخطي بتوسيع حجم العينة، فمثلا يمكن تحويل البيانات السنوية  ف 

ج، حيث يمكن تحاسر

إلى بيانات موسمية أو شهرية إن أمكن ذلك، كما يمكن التخلص من التعدد الخطي بإسقاط )حذف( المتغير 

ح إدخا ل معلومات المسبب لهذا المشكل لكن هذه العملية يمكن أن تخلق مشاكل أخرى، وهناك من يقير

 إضافية للنموذج. 

ات المختلفة، ومنه نحتاج إلى معلومات خاصة  إن وجود التعدد الخطي يجعل من الصعب فصل آثار المتغير

تساعدنا على فصل أثر كل متغير لوحده، ويكون ذلك عن طريق فرض قيود على بعض المعالم بناءا على 

 المعلومات المسبقة للنظرية الاقتصادية. 

 الأخطاء غي  موزعة طبيعيا 

ي نموذج الانحدار، يمكن استخدام عدة أساليب لتصحيح هذه  
عندما تكون الأخطاء غير موزعة طبيعيًا ف 

 
ً
 :الحالة. هنا بعض الطرق الشائعة لتصحيح الأخطاء غير الموزعة طبيعيا
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معلمة .1 غير  عددية  نماذج  يمكن  :(Nonparametric Models) استخدام  الحالات،  بعض  ي 
ف 

ا للأخطاء. تشمل هذه النماذج تقنيات  
ً
ض توزيعًا محدد ي لا تفير

استخدام نماذج عددية غير معلمة النر

الشجري الانحدار  المحسنة (Regression Trees) مثل   (Random Forests) والأشجار 

ي التعامل مع الأخطاء غير  .(Neural Networks) والأجهزة العصبية
تعتير هذه الطرق أكير مرونة ف 

 
ً
 .الموزعة طبيعيا

تحويلات .2 استخدام  :(Transformations) استخدام  يمكن  السابقة،  الإجابة  ي 
ف  ذكره  تم  مثلما 

. يمكن استخدام التحويلات  ات أو الأخطاء لجعلها أقرب إلى التوزي    ع الطبيعي تحويلات على المتغير

لوغاريتمي  تحويل  مثل  مربعة (Logarithmic transformation) الرياضية  جيبية  تحويل   أو 

(Square-root transformation)  كوكس-أو تحويل بوكس (Box-Cox transformation)  ،

ات ها. يجب مراعاة أن بعض التحويلات قد يكون لها تأثير على التفسير الاقتصادي للمتغير  .وغير

نماذج مقاومة .3 للتعامل مع   :(Robust Models) استخدام  المقاومة وسيلة أخرى  النماذج  تعتير 

. تعتمد هذه النماذج على تقنيات إحصائية تقلل من تأثير القيم الشاذة  
ً
الأخطاء غير الموزعة طبيعيا

. على سبيل المثال، تشمل النماذج المقاومة تقنيات الانحدار  أو الأخطاء غير الموزعة بشكل طبيعي

 .(Quantile Regression) والانحدار بالكوارتيلات (Robust Regression) المقاوم

ي حالة عدم القدرة على تحقيق التوزي    ع الطبيعي للأخطاء باستخدام  .4
استخدام نماذج مخصصة: ف 

الطرق السابقة، يمكن استخدام نماذج مخصصة تم تطويرها لمعالجة حالات محددة. على سبيل  

يمكن   الصفر،  من  قريبة  قيم  وذات  طبيعي  موزع  غير  توزي    ع  ذات  أخطاء  لديك  إذا كان  المثال، 

 .(Box-Tidwell transformation) تيدويل-وذج تحويل بوكساستخدام نم

ي  
ف  المتخصصة  والكتب  الأكاديمية  المراجع  من  المزيد  استشارة  المفيد  من  يكون  قد  أنه  ملاحظة  يجب 

 حول تصحيح الأخطاء غير الموزعة  
ً
الاقتصاد القياسي وتحليل البيانات للحصول على توجيهات أكير تفصيلا

ي سياقات محددة 
 ف 
ً
 .طبيعيا

ات المفقودة   مشكل المتغي 

 :كيفية التعامل مع مشكلة المتغير المفقود

ات  .1 تحديد المتغير المفقود: من المهم إجراء تحليل شامل للبيانات ومراجعة الأدبيات لتحديد المتغير

ات ذات صلة نظرية بالمتغير المعتمد   ي قد تكون مفقودة. يمكن أن تكون هذه المتغير
المحتملة النر



اكتشاف وتصحيح خروقات فرضيات النموذج و أثار: رابعال لفصلا  

ي 
 
 101  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

تكون   قد  ي 
النر ات  للمتغير اهتمام خاص  إيلاء  يجب  النموذج.  ي 

ف  المدرجة  المستقلة  ات  المتغير أو 

 .متناظرة أو ذات علاقة بالأخطاء

ي جمع بيانات إضافية  .2
ا ذا صلة، يمكنك النظر ف 

ً
ا مفقود ً جمع بيانات إضافية: إذا كنت تحدد متغير

ي النموذج. يمكن ذلك من خلال إجراء استطلاعات، أو الحصول على بيانات  
لتضمير  هذا المتغير ف 

 .من مصادر ثانوية، أو استخدام تقنيات نمذجة محددة لتقدير هذا المتغير المفقود

تقنيات تقدير بديلة: إذا لم يكن من الممكن جمع بيانات إضافية، يمكنك استخدام تقنيات تقدير   .3

ات أداة لتصحيح التحير   بديلة لمعالجة المتغير المفقود. على سبيل المثال، يمكنك استخدام متغير

ات ذات علاقة مع المتغير المفقود ولكن ات الأداة هي متغير ها غير مرتبطة الناجم عن الفقدان. المتغير

 .بالأخطاء. هذا يسمح بتقدير المعاملات بدون تحير  

ا إجراء تحليل الحساسية لتقييم الأثر المحتمل للمتغير المفقود على  .4
ً
تحليل الحساسية: يمكن أيض

نتائج النموذج. يمكنك تقدير النموذج بتوصيفات مختلفة تشمل وتستبعد المتغير المفقود. هذا  

ي تحديد ما إذا كان الفقدان المتغير له تأثير كبير على نتائج النموذج
 .يساعد ف 

تفسير النتائج بحذر: عند مواجهة متغير مفقود، من المهم تفسير نتائج النموذج بحذر. يجب أن   .5

تدرك قيود النموذج وأن تؤكد على عدم اليقير  المتعلق بالمتغير المفقود. التواصل الواضح بشأن  

وري لتفسير النتائج بشكل سليم   .قيود الدراسة ض 

ي الاقتصاد القياسي 
ي الاعتبار السياق الخاص لبحثك والاستعانة بمصادر متخصصة ف 

من المهم أن تأخذ ف 

ي دراستك 
 .لاختيار النهج الأفضل للتعامل مع مشكلة المتغير المفقود ف 
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 تمارين تطبيقية        .29

: : اليك لتمرين الأولا  المعطيات التالية المتعلقة بالنموذج المتعدد التالىي

𝑌t = β0 + β1X1t + β2X2t + εt 

∑ 𝑌𝑡
20
𝑡=1 = 37 ∑ 𝑋1𝑡

20
𝑡=1 = ∑     و ; 80 𝑋2𝑡 = 25

20
𝑡=1    ;    ∑ 𝑌𝑡

220
𝑡=1 = 91.25    ; 

            ∑ 𝑋1𝑡𝑌𝑡
20
𝑡=1 = 166 ;  ∑ 𝑋2𝑡𝑌𝑡

20
𝑡=1 = 92 ;              

           ∑ 𝑋1𝑡𝑋2𝑡 = 120
20
𝑡=1 ;     ∑ 𝑋1𝑡

220
𝑡=1 = 360 ; ∑ 𝑋2𝑡

220
𝑡=1 = 165 

 المطلوب 

 لم النموذج الخطي المتعدد     اقدر مع-

 . 5حددي معامل التحديد المصحح ثم قيم النموذج عند مستوى معنوية -

ة تكون  𝑌𝑇+1تنبا بقيمة   -  =اذا علمت انه خلال هذه الفير 101Xو = 82X . 

 : ي
 التمرين الثان 

ي نموذج الانحدار التاي: اذا توفرت  
ات بالانحرافات ف      لدينا البيانات عن المتغير

𝑌 = 𝐵1 + 𝐵2𝑋2 + 𝐵3𝑋3 + 𝜇 

 ∑  y2 = 67  ,    ∑x2
2 = 38  ,    ∑x3

2 = 17  ,     ∑  x2 y = 43.5 ,

∑x3y = −5.1  ,    ∑x2x3 = −8.5 ,   X̅  = 3,1  , X̅  = 2.7 ,

Y = 3.7 

 : المطلوب

 ، مقدرات المربعات الصغرى العادية لمعالم النموذج  أوجد  .1

  ، معامل التحديد  ةقيم أوجد  .2

 %: 5 الدلالة مستوى عند التالية  اتاختير الفرضي .3
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 الخاص بهذا النموذج.  2Rمعامل التحديد المعدل   أوجد  .4

 ANOVAأوجد جدول تحليل التباين  .5

 تمرين الثالث: 

ين:  لتكن  النتائج التالية للانحدار بير  متغير

ي من الدرجة الأولى:  .1
 قم  باختبار داربن واتسون للكشف عن الارتباط الذانر

 فرضية العدم: الفرضية البديلة :الإحصاء المحسوب: القيم الجد وليه: النتيجة:  .2

ي     احسب .3
 dمن قيمة  مقدر معلمة الارتباط الذانر

 

 

 

 

 

 

 

 

 

المشاهدة 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
البواقي 

u 3.9 4.8 5.8 3.7 2.5 2.0 1.2 2.1 1.7 0.3



 المراجع

ي 
 
 104  لاقتصاد القياسي امطبوعة بيداغوجية ف

 المراجع 

 

1. Bourbonnais, R., Econométrie. Manuel et exercices corrigés, Dunod, 2è édition, 1998. 

2. Bressoux P., Modélisation statistique appliquées aux sciences sociales, De Boeck, 2008. 

3. Confais J., Le Guen M., Premier pas en régression linéaire avec SAS⃝R , Revue Modulad no35, 

pages 220 à 363, 2006. 

4. Dagnelie P., Statistique théorique et appliquées - Inférence Statistique à une et deux 

dimensions, vol.2, de Boeck, 2006. 

5. Dodge, Y, Rousson, V., Analyse de régression appliquée, Dunod, 2è édition, 2004. 

6. Giraud, R., Chaix, N., Econométrie, Presses Universitaires de France (PUF), 1989. 

7. Hardy M., Regression with Dummy Variables, Sage University Papers Series on Quantitative 

Applications in the Social Sciences, 07-093, Newbury Park, CA : Sage, 1993. 

8. Jacquard J., Turrisi R., Interaction e ects in multiple regression, (2nd ed). Sage University Papers 

Series on Quantitative Applications in the Social Sciences, 07-072, Thousands Oaks, CA : Sage, 

2003. 

9. Johnston, J., DiNardo, J., Méthodes Econométriques, Economica, 4è édition, 1999. 

10. Labrousse, C., Introduction à l'économétrie. Maîtrise d'économétrie, Dunod, 1983. 

11. Rakotomalala R., Analyse de corrélation - Étude des dépendances - Variables quantitatives, 

http://eric. univ-lyon2.fr/~ricco/cours/cours/Analyse_de_Correlation.pdf. 

12. Rakotomalala R., Pratique de la régression linéaire multiple - Diagnostic et sélection de 

variables, http: 

13. //eric.univ-lyon2.fr/~ricco/cours/cours/La_regression_dans_la_pratique.pdf. 

14. Rakotomalala, R., Pratique de la régression logistique - Régression Logistique Binaire et 

Polytomique, http: 

15. //eric.univ-lyon2.fr/~ricco/cours/cours/pratique_regression_logistique.pdf. 

16. Saporta, G., Probabilités, Analyse des données et Statistique, Technip, 2ème édition, 2006. 

17. Scherrer B., Biostatistique, Volume 1, Gaëtan Morin Editeur, 2007. 

18. Tenenhaus, M., Statistique - Méthodes pour décrire, expliquer et prévoir, Dunod, 2007. 

http://eric/

