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 المقدمة 

فهي تتضمن  بشكل مبسط  الاحتمالات  في    الأساسيةفاهيم  الم  البيداغوجية  هذه المطبوعة  تقدم

الاحتمالات الموجه لطلبة أقسام السنة الثانية   مقياس  وأمثلة وتمارين محلولة وفق برنامج  ادروس

المطبوعة ليست  تحضيري   للتجارة. هذه  العليا  المدرسة  شاملا لدرس الاحتمالات  مسحا  في 

  فهي   الاحتمالات مادة    بها في مراجع   الموصى  لمفاهيم الأساسيةتعتبر مكملا وتدعيما لولكنها  

الأدوات  الإحصاء الاستدلالي الذي يوفر بدوره  من متابعة دروس    ة السنة أولى ماسترتمكن طلب 

   اللازمة لمتابعة دروس الاقتصاد القياسي.

لمتغيرات  ل  والثاني  لالأو  لانالفص  يتعرضحيث    فصول  خمسةعلى  المطبوعة  هذه  وي  ت تح

الشهيرةو   العشوائية الاحتمالية  التوالي  التوزيعات  الثالث    تطرقي  و   على    اتمتغيرللالفصل 

الرابع    . البعدين  اتذ  ة العشوائي  الفصل  دراسةفيسأما  عشوائية  اللمتغيرات  ادوال    تهدف 

اقتراح  يتم    كما  .لتصرف الـتـقـاربي ويكون متبوعا بالفصل الأخير الذي خصص ل  وتوزيعاتها

   الفصول الخمسة.  رين تشملامختصرة لسلسلة من التم حلول 
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 العشوائية و التوزيعات الاحتمالية المتغيرات  .1

 . مفهوم المتغير العشوائي 1.1

العشوائية  التجربة  لتكن  تمهيدي:  يلي:مثال  نقد متزنة مرتين{ والمعرفة كما  )=}رمي قطعة  )PS ,, 

بحيث ا لها  المرفق  الاحتمالي  لفضاء  )(),(),(),( PPPFFPFFS الأساسية،  = المجموعة  هي عشيرة    S=)(هي 

    القياس  الاحتمالي. P(.)وSعلى 

المتحصل عليها. للتعبير كميا عن نتائج هذه التجربة نعرّف دالة ترفق لكل حدث أولي    F""نهتم بعدد الوجوه 

الوجه   Sمن  مرات ظهور  عدد  عن  يعبر  للحدث  F""عدد   .)(FF  العدد للحدث  2نرفق   ،)(PP  و   0نرفق

نحو المجموعة   SمنX. بهذه الطريقة نعرف التطبيق 1العدد   PF)(و FP)(للحدثين   2,1,0=XR  . 
 

xsXs

SX

=

→

)(       

2,1,0:


 

iAنعتبر الحوادث  

 
  مرة{، F i""} الحصول على الوجه  = 2,1,0i. 

4

1
)0()()( 0 ==== XPPPPAP    ،( ) )1(

2

1
)()()()()( 1 ===+== XPFPPPFPFPPFPAP،

     4

1
)2()()( 2 ==== XPFFPAP 

 المتغير العشوائي  تعريف .1.1.1

)تجربة عشوائية و   لتكن  )PS ,,  الفضاء الاحتمالي المرفق لها. التطبيقX    الذي يرفق لكل حدث أو نتيجة

)( Ss  العدد)(sXمنR متغير عشوائي على الفضاء القابل للاحتماليسمى( ),S  :إذا تحقق ما يلي 

xsXs

RSX X

=

→

)(       

:

 

XRx (RRXمن اجل كل قيمة حقيقية   )    لدينا:   − )(1 xX       أو−− ]),(]1 xX. 

 .XR ـب  (X)مجموعة تعريف المتغير العشوائي  Xالمتغير العشوائي نرمز لمجموعة قيم 

−يمكننا كتابة الشرط السابق كما يلي: .1.1 ملاحظة )(1, xx BXRBB  حيثRB  .1تمثل العشيرة البوريلية 

وفي هذه الحالة  RX)(منتهية أو قابلة للعد يمكننا أن اعتبار العشيرةXRإذا كانت المجموعة .  2.1  ملاحظة

وفي هذه الحالة    Rغير منتهية فنعتبر العشيرة البوريلية   XRمتغير عشوائي منفصل، أما إذا كانت   Xيكون 

 متغير عشوائي مستمر.  Xيكون 

:),(),)((معرف كما يلي:Xليكن  . 1.1 مثال XX RPRSX →  :بحيث







=

As
sX

     0

A s     1
)(

 

 
، SAA ,,,=     ، 1,0=XR         

X   متغير عشوائي على  هو( ),S. 

)ليكن  .  2.1  مثال )PS ,,   بحيث احتمالي  فضاء     4,3,2,1,4,3,2,1, == S  و  X   :يلي كما    معرف 
))(,(),(: XX RPRSX →  :2)4()3(  ;  1)2(  ;  0)1( ==== XXXX   .Xليس متغيرا عشوائيا على( ),S. 

 تعريف دالة التوزيع التراكمي. 2.1.1

)عشوائي معرف على الفضاء الاحتمالي   متغيرXليكن  )PS ,, . 

 

   ـ، أو تقاطع قابل للعد  ل    ـأو على شكل اتحاد قابل للعد  لعلى الشكل  العشيرة البوريلية تحتوي على المجموعات الجزئية    1  

 أو متممهما.  
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معرفة كما يلي: Xـل التوزيع التراكميدالة 
)()(       

]1,0[:

xXPxFx

RF

=

→

 
 

            
 

 

 

 

  
 

 : لدينا دالة التوزيع التراكميFمتغير عشوائي و  Xليكن (خواص دالة التوزيع التراكمي). 1.1  نظرية

1 .1)(0  xF  

2.0)()F( ==−
−→

xFLim
x

F( ==+()(1و  
+→

xFLim
x

.
 

)متزايدة   F. الدالة 3 ))()(    2121 xFxFxx . 

مستمرة على اليمين   F. الدالة 4
















=
+→

)()(    0

0
        

xFxFLim

xx 

. 

0)()(1.  1  البرهان: = xXPxF  

2 .0)()()F()( ==−=−=
−→

PXPxFLim
x 

لأن  − )(/ sXSs   .حادث مستحيل
 

=F()( ==+=+()()(1و 
+→

SPXPxFLim
x

لأن   + )(/ sXSs  .حادث أكيد 

)(  2xو  1x.  ليكن 3 21 xx   :     ( )  ( ) )()()(/)(/)(/)(/ 212121 xFxFxsXSsPxsXSsPxsXSsxsXSs  

)(1. لتكن  4 nnx0بحيث  متتالية متزايدةxxLim n
n

=
+→

 

)()()()()( 00 xFxXPxLimXPxXPLimxFLim n
n

n
n

n
n

====
+→+→+→

 

تحقق الخواص الأربعة المذكورة أعلاه هي دالة توزيع تراكمي لمتغير    Rكل دالة معرفة على.3.1  ملاحظة

 Xعشوائي 

 فإن:   دالة التوزيع التراكمي Fمتغير عشوائي و  X. ليكن.12نظرية  
F(a)-)F()(    ,/, bbXaPbaba = 

==البرهان: يمكننا أن نكتب:  b]]a,a],-]   ;    b]]a,a],-]b],-]    b,ab/   a,  
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( ) ( ) ( ) ( ) )()(b]]a, a],-]   b]]a,a],-]b],-]P bXaPaXPPPP −=+==

)()()()()( aFbFbXPaXPbXaP −=−= 
 

 

 لمتغير العشوائي المنفصل ا .2.1

 المتغير العشوائي المنفصل   . تعريف1.2.1

)متغير عشوائي )حقيقي( معرف على الفضاء الاحتمالي  Xليكن  )PS ,, يكون المتغير العشوائي ،X متغيرا

 مجموعة منتهية أو غير منتهية و قابلة للعد.     XRعشوائيا منفصلا إذا كانت مجموعة قيمه

 منفصلة  متغيرات عشوائية  Zو  X،  Y  المتغيرات . 13.مثال 

1  رمي قطعة نقد متزنة{=n،}مرةX عدد مرات ظهور الوجه {=""F،} nRX  مجموعة منتهية.  ،=2,1,0,....,

2 رمي قطعة نرد{= }،Y=  .} النتيجة العددية لرمي قطعة نرد { 6,5,4,3,2,1=YR ،  .مجموعة منتهية 

3{=  رمي قطعة نقدية حتى الحصول على الوجه""Fللمرة الأولى .}  
Z عدد الرميات اللازمة للحصول على الوجه{=""Fللمرة الأولى.}*NRZ =، ZR قابلة للعد. غير منتهية و 

  . التوزيع الاحتمالي لمتغير عشوائي منفصل 2.2.1

)متغير عشوائي منفصل معرف على الفضاء الاحتماليXليكن  )PS ,, وXR  دالة التوزيع  مجموعة قيمه فإن

معرفة كما يلي:          Xللمتغير العشوائي  الاحتمالي






=
=

X

X
X

x

xx
xP

R              0       

 R         )P(X
)(         

 تحقق هذه الدالة الشرطين التاليين: 

1.       1)(0    , = xXPRx X  

2.          1)(

X
R
 ==
x

xXP 

A ,    )()(      .14.ملاحظة   ==
Ax

X xXPAXPR 

منفصل يعطى على شكل جدول، على شكل بيان أو على  التوزيع الاحتمالي لمتغير عشوائي. 5.1ملاحظة 

 شكل صيغته الرياضية. 

 

 {.  F""= } عدد مرات ظهور الوجه Xت{ و امر 10=}رمي قطعة نقد   .1.4مثال 

X:  ـلالصيغة الرياضية للتوزيع الاحتمالي     
2

1
   C  )(    , 100,1,2,...,

10

10 







=== x

X xXPRx   

 : Xالتوزيع الاحتمالي للمتغير دالة 

 

nx  … 4x  3x  2x  1x  ix 

np   4p
 

3p
 2p  1p  )( ii xXPP == 

10  9  8  7  6  5  4  3  2  1  0  x 
001,0  01,0

 
044,0

 
117,0

 
205,0  246,0  205,0  117,0

 
044,0

 
01,0  001,0  )( xXP = 
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                :Xالاحتمالي للمتغير  لتوزيع لالبياني  الشكل

   {. للمرة الأولىF""رمي قطعة نقدية حتى الحصول على الوجه  } = .   1.5مثال

X=  عدد الرميات اللازمة للحصول على الوجه {""Fللمرة الأولى .} 

  : Xة الرياضية للتوزيع الاحتمالي للمتغير الصيغ
2

1
   )(    , *

x

xXPNx 







==

 

  التوزيع التراكمي لمتغير عشوائي منفصل  دالة .3.2.1

 معرفة كما يلي:   F(x(متغير عشوائي منفصل، دالة التوزيع التراكمي Xليكن 

 ===


0

000 )()()F(    ,
xx

xXPxXPxRx 

 متغير عشوائي دالة توزيعه الاحتمالي معطاة في الجدول الآتي:  Xليكن  .6.1 مثال

:       Xـل  F(x(الصيغة الرياضية لدالة التوزيع التراكمي


























=

3   ;       1

32  ;    
8

7

21  ;    
2

1

10  ;   
8

1

0   ;      0

)(

x

x

x

x

x

xF   

 في جدول :  Xللمتغير  F(x(دالة التوزيع التراكمي

 

 :Xللمتغير   F(x(لتوزيع التراكميالبياني ل الشكل

 

 

قيمه   Xليكن   .13.نظرية   مجموعة  منفصل  عشوائي  متغير  ...,,...., ,1121 +−= jjjX xxxxxR،P(.)   توزيعه دالة 

,    )()F(-)F(دالة توزيعه التراكمي فإن:     (.)Fالاحتمالي و  1−== jjj xxxXPj
 

البرهان:
 
 
  

)F(-)F()()( 11 −− === jjjjj xxxXxPxXP   

3  2  1  0  x 

8

1  
8

3

 8

3  
8

1  )( xXP = 

[,3[ + [3,2[ [2,1[ [1,0[ [0,] − x 

1 8

7  
2

1

 8

1  0 )(xF 
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تسمح بتعيين دالة التوزيع الاحتمالي لهذا Xلمتغير عشوائي   F(x(. معرفة  دالة التوزيع التراكمي 1.6ملاحظة  

 المتغير. 

   معطاة في الجدول:F(x(دالة توزيعه التراكميمنفصل متغير عشوائي  Xليكن  .1.7مثال 

  

 

 في الجدول:  Xالتوزيع الاحتمالي للمتغير 

 

 . المتغير العشوائي المستمر 1

 . تعريف المتغير العشوائي المستمر  1.3.1

RRX مجموعة غير منتهية أي: XRمجموعة قيمه متغيرا عشوائيا مستمرا إذا كانت Xيكون المتغير    . 

 متغيرات عشوائية مستمرة  ZوX،Y. المتغيرات 18.مثال
X= ،} مدة الانتظار في محطة قطار {+= RRX . 

Y= ،} مدة حياة مصباح {+= RRY. 

Z= ،} 0,[} طول قامة أفراد مجتمع ما[ mRZ =. 

 . التوزيع الاحتمالي لمتغير عشوائي مستمر 2.3.1

)متغير عشوائي معرف على الفضاء الاحتمالي  Xليكن  )PS ,, يكون المتغير .Xإذا وجدت دالة   مستمرا(.)f 

 و تحقق الشرطين الآتين:   دالة الكثافة الاحتماليةمستمرة )باستثناء عند بعض النقاط( تسمى 

1.       0)(   ,    xfRx
 
 

2      .1d )(      =
+

−

xxf 
 

 دالة كثافته الاحتمالية فإن: f(.)مستمر،  متغير عشوائيX. ليكن 17.ملاحظة 

      d )()()()(]),](    b /a, =−==

b

a

xxfaXPbXPbXaPbaXPba

 
)(يمثل الاحتمال  bXaP  المساحة الموجودة تحت منحنى دالة الكثافةf   و المحصورة بين العددينa وb. 

,R    )(0     .1.8ملاحظة  == xXPx  

)()()()(متغيرا عشوائيا مستمرا فإن:X. إذا كان1.9ملاحظة  bXaPbXaPbXaPbXaP ===  

dxxfdxxXxPمتغيرا عشوائيا مستمرا فإن: X. إذا كان 1.10ملاحظة  )()( =+  

)()()()()( xFdxxFxXPdxxXPdxxXxP −+=−+=+

dxxfdxxXxPxfxF
dx

xFdxxF
Lim

dx

dxxXxP
Lim

dxdx
)()()()(

)()()(

00
=+==







 −+
=







 +

→→
 

 . دالة التوزيع التراكمي لمتغير عشوائي مستمر 3.3.1

xxfxXPxRx معرفة كما يلي: )F.(مستمر، دالة التوزيع التراكميمتغير عشوائي Xليكن 
x

==
−

0

000 d )()()F(  ,  

 

[,1[ + [1,0[ [0,1[− [1,] −− x 
1 6/5 2/1 0 

)(xF 
1  0  1−  x 

6

1  
3

1  
2

1  )( xXP = 
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دالة معرفة كما يلي:    f(.)متغير عشوائي و  Xليكن  .9.1 مثال







=

[1,0]          0

[1,0]        2
)(

x

xx
xf   

   دالة كثافته احتمالية :f(.)لكي تكون   a.تعيين قيمة الثابتة 1

X.         ـل  )F.(. إيجاد دالة التوزيع التراكمي2 

1d 2)F(       , 1

d 2)F(   , [1,0]

0)F(    , 0

1

0

2
0

2

0

 ==

= ==

=

ttxx

xtttxx

xx

xx
  

0. حساب الاحتمالات: 3
2

1
XP =








=

 
و  

36

5

36

49

3

1

2

1

3

1
F

2

1
F

2

1
X

3

1
P

22

=
−

=







−








=








−








=








 

على شرط   (دالة توزيعه التراكميFدالة كثافته الاحتمالية و fمستمر،  متغير عشوائيXليكن  .14.نظرية  

فإن:       )قابلة لاشتقاق Fأن تكون 
dx

xdF
xFxf

)(
)()( ==

 

d (t))()(البرهان:
d

d

d

)dF(
)(d (t))F( xfxFtf

xx

x
xFtfx

xx
=














===
−−

 
 

متغير عشوائي دالة توزيعه التراكمي معرفة كما يلي:  Xليكن  .10.1 مثال















=

        1          1  

[1,0]       

0       0

)(

x

xx

x

xF 

:        Xـل f(.)إيجاد دالة الكثافة الاحتمالية 











==

        [1,0]          0  

[1,0]      
 2

1

)()(

x

x
xxFxf  

 . المميزات)الخصائص( العددية لمتغير عشوائي 4.1

 . التوقع الرياضي 1.4.1

ليكن  الرياضي:  التوقع  الاحتمالي Xتعريف  الفضاء  )متغير عشوائي معرف على  )PS ,,  الرياضي التوقع   .

 بحيث:  XE)(هو العددXللمتغير العشوائي 

 ==
 XRx

xXPxX )( )E(

     

 مغير عشوائي منفصل Xإذا كان 

     
=
+

-

)( )E( dxxfxX

     

 مغير عشوائي مستمر Xإذا كان  

 فإن: X)(فإن التوقع الرياضي للمتغير العشوائي  Rنحو  Rتطبيقا من  كانإذا 

( )  ==
 XRx

xXPxX )( )()(E 

     

 مغير عشوائي منفصل Xإذا كان

  
( ) =

+

-

)( )()(E dxxfxX 

     

 مغير عشوائي مستمر Xكانإذا 

)متغير عشوائي معرف على الفضاء الاحتمالي  Xليكن  (خواص التوقع الرياضي) .15.نظرية   )PS ,,. 

1.       )(   ,   aaERa =  

2.      )( ) (   ,   XEaXaERa = 

3.       )( ) (   ,   aXEaXERa +=+ 
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 مغير عشوائي منفصل: Xإذا كان   البرهان:

 1     .aaXPa === )( E(a) 

      

 

2.      )( )( )( ) ( XEa

x

xXPxaxXPaxXaE

XRX
Rx

= == ==


 

3.       )( )( )( )( )( ) (  aXExXPaxXPxxXPaxaXE

X
Rx

X
Rx

X
Rx

+ == +== =+=+


 

مغير عشوائي مستمر:Xإذا كان 

      1     .1)( )( E(a)
--

===
+



+



dxxfadxxfa

      

 

2.      )( )( )( ) ( 
--

XEadxxfxadxxfaxXaE ===
+



+


 

3.       )()( )(  )( )( ) (  
---

aXEdxxfadxxfxdxxfaxaXE +=+= +=+
+



+



+

 

 

 التباين  .2. 4.1

التباين: ليكن  )متغير عشوائي معرف على الفضاء الاحتماليXتعريف  )PS ,,  حيث  )E(X   تباين عدد منته. 

)المتغير العشوائي هو التوقع الرياضي للمتغير العشوائي   )2)(XEX − . 

( )( ) ( ) =−=−=
 XRx

xXPXExXEXEXV )( )( )()( 22

     

 مغير عشوائي منفصل Xإذا كان 

  
( )( ) ( ) −=−=

+

-

22 )( )( )()( dxxfXExXEXEXV

     

 مغير عشوائي مستمر Xإذا كان 

)(XVX =  يسمى بالانحراف المعياري للمتغير العشوائيX. 

)متغير عشوائي معرف على الفضاء الاحتمالي  Xليكن . 6.1  نظرية )PS ,,  حيث)E(X  :عدد منته فإن 

( ) ( )22 )()( XEXEXV −= 
)البرهان:     )( ) ( ) ( ) ( ) 22222222 ))(())(())((2))(()(2)()( XEXEXEXEXEXEXXEXEXEXEXV −=+−=+−=−=    

)متغير عشوائي على الفضاء الاحتماليXليكن  (خواص التباين ) .7.1  نظرية )PS ,, و)E(X  .عدد منته 

1.       0)V( ,     = aRa   

2.       )(V ) V(   ,   2 XaXaRa = 

3.       )( ) V(   ,   XVaXRa =+ 

)      .1البرهان:   )     0))(()V( 2222 =−=−= aaaEaEa   

         2.     ( ) ( ) ( )( )        )(V ))(( ))(())(()() V( 2222222222 XaXEXEaXEaXEaaXEaXEXa =−=−=−= 
        3.    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  )  )( 2 2))(()() V( 222222 XVXEXaEaXEXaEaXaEXaEaX =−−−++=+−+=+ 

 معطاة في الجدول الآتي: متغير عشوائي منفصل دالة توزيعه Xليكن . 11.1 مثال

E(X،)1E(2(إيجاد  −X،)V(X،)1V(2 −X. 
2)( )E( = ==

 XRx

xXPxX 31و-  E(X) 2)1E(2 ==−X 

( ) 1454)( 2)()()( 22 =−=−


==−=

XRx

xXPxXEXEXV 

4)( 4)12( ==− XVXV 

 

 

 3  2  1 0  x 

1 10/4 10/3 10/2  10/1 )( xXP = 
10/20 10/12 10/6 10/2  0 )( xXPx = 
10/50 10/36 10/12 10/2  0 )( 2 xXPx = 
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دالة معرفة كما يلي:         f(.)متغير عشوائي و Xليكن   .12.1 مثال











=

]5,1[          0

]5,1[        
12)(

x

x
x

xf     

E(X،)2E(3(يجاد إ +X،)V(X،)V(2 X− 

9

31

36

3
 

12
)( )E(

5

1

5

1

2

-

=













===

+



x
dx

x
dxxfxX    و

9

111
2)E(3)2E(3 =+=+ XX 

13
48

 
12

)( )E(

5

1

45

1

3

-

22 =













===

+



x
dx

x
dxxfxX و( )

9

922)()2(9)V(9)3V(2 =






 −==− XEXEXX

  

)(2وتباينه   XE)(الرياضي متغير عشوائي توقعه  X. ليكن 111.ملاحظة   XXV =  :فإن
X

XEX
Z



)(−
يسمى متغير     =

 .1و وتباينه  0عشوائي معياري، توقعه الرياضي  

 

 

  . العزوم 3.4.1

)متغير عشوائي معرف على الفضاء الاحتمالي  Xتعريف: ليكن   )PS ,,العزم من الرتبة .k  (*Nk )

)  هو العدد الحقيقي )إذا وجد(aبالنسبة للعدد الثابت  Xللمتغير العشوائي  )( )kaXE − . 

)(يسمى ،a=0إذا كان kXE من الرتبة   العزم غير المتمركزk   للمتغير العشوائيX    :ونكتب 
)()( k

kk XEmXm == 

                       ==
 XRx

k
k xXPxm )( 

       

 مغير عشوائي منفصل Xإذا كان  

                         =
+

-

)( dxxfxm k
k

       

 مغير عشوائي مستمر Xإذا كان  

1)(.           1.12ملاحظة  XEm = 

XEa)(إذا كان )، يسمى = )( )kXEXE  ونكتب: Xللمتغير العشوائي  kمن الرتبة  العزم المتمركز −)(
( )( )k

kk XEXEX )()( −==  

                 
 =−=
 XRx

k
k xXPXEx )( ))((

     

 منفصل مغير عشوائي Xإذا كان  

                    −=
+

-

)( ))(( dxxfXEx k
k       إذا كانX مغير عشوائي مستمر 

01.  1.13ملاحظة  =   ،2
122 mm −= ،

3
12133 23 mmmm +−=   4و

12
2

3144 364
1

mmmmmm −+−=. 

 هو العدد الحقيقي )إذا وجد(:  Xللمتغير العشوائي   kمن الرتبة   العزم العاملي
( )( ))1.....(2)(1()( ][][ +−−−== kXXXXEX kk  

]1[1)(.          14.1ملاحظة  XEm ==   و
12]2[ mm −= 

 . ]3[و 3m،3. احسب 111.المتغير العشوائي المعرف في مثال Xليكن . 13.1 مثال

10

134

10

108242

10

4
.33

10

3
.32

10

2
.31

10

1
.0)( 33

3 =
++

=+++= ==
 XRx X

xXPxm 

5

2

10

428

10

4
.3)23(

10

3
.3)22(

10

2
.3)21(

10

1
.3)20()( 3)2(3

−
=

+−−
=−+−+−+− ==−=

 XRx

xXPx 

( )
10

24

10

110134
415

10

134
)(2)2(3)3(2233)2)(1(]3[ =

−
=+−=+−=







 +−=−−= XEXEXEXXXEXXXE
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  . الدالة المولدة للعزوم 4.4.1

)متغير عشوائي معرف على الفضاء الاحتمالي  Xتعريف: ليكن  )PS ,,الدالة المولدة للعزوم للمتغير .X 

Xteهي التوقع الرياضي للمتغير العشوائي  tM)( ـونرمز لها ب   X حيثRt         :)()( tX
X eEtM = 

               
=


=

X
Rx

xt
X xXPetM )()(   

     

 مغير عشوائي منفصل  Xإذا كان 

                     =
+

-

 )( )( dxxfetM xt
X      إذا كانX مغير عشوائي مستمر  

)متغير عشوائي معرف على الفضاء الاحتمالي Xليكن . 8.1  نظرية )PS ,,  المشتقة من الرتبة .k   للدالة

 .  Xللمتغير العشوائي  kتساوي العزم من الرتبة   t=0مأخوذة في النقطة Xالمولدة للعزوم للمتغير 

k
kk

X

t
k

X
k

mXEM
dt

tMd
===

=

)()0(
)( )(

0

)(
 

أن:     بما  البرهان:

   













+++++== +



...
! 

...
! 3! 2

1
! 

32

0
n

xxx

n

x
e

n

n

n
x x

 
...)(

! 
...)(

! 3
)(

! 2
)(1)( 3

3
2

2

+++++= + n
n

X XE
n

t
XE

t
XE

t
XtEtM














+++++== + ...

! 
...

! 3! 2
1)()(

3322

n

XtXtXt
tXEeEtM

nn
tX

X 

)()0(...)(
! )1(

...)(
2

)()()(
1

3
2

2 XEMXE
n

t
XE

t
XEXEtM X

n
n

X t =+
−

+++=
−

+ 

)()0(...)(
! )2(

...)()()( 2
2

32 XEMXE
n

t
XtEXEtM X

n
n

X =+
−

+++=
−

kوبالتالي :    
kk

X

t
k

X
k

mXEM
dt

tMd
===

=

)()0(
)( )(

0

)(
 

)()0())0((2أن:     1.8.    نستنتج من النظرية 1.15ملاحظة  MMXV −=  

متغير عشوائي منفصل دالة توزيعه الاحتمالي معطاة كما يلي:    Xليكن . 14.1 مثال
  1p0  ;  )1()(  , 1,0 1 −== −xx pPxXPx 

tM)(إيجاد الدالة المولدة للعزوم  X للمتغيرX ثم استنتجE(X)وV(X)  . 

     ,  )1()()1()()(   0   tpeppepexXPetM tt

X
Rx

xt
X +−=+−= ==



       ، )(  t
X petM =و )( t

X petM = 

)1())0(()0()(    ;   )0()(  ;  )0()( 222 ppppMMXVpMXEpMXE XX −=−=−===== 

الاحتمالية:متغير عشوائي دالة كثافته Xليكن  . 15.1 مثال
      

      
1          0

1      
)(

1










=

−

x

xe
xf

x

 

 

tM)(إيجاد الدالة المولدة للعزوم  X للمتغيرX ثم استنتجE(X)وV(X)  . 

1  t; 
11

)1  (
 1   1  )(  )(

1
11-


−

=














−

−
=

+−=
−==

+
+++

 t

te

t

xt
e

edxxxtedxxextedxxfxtetXM 

  1  t, 
)1(

)45(
)(        ;    1  t, 

)1(

)2(
)(

3

2

2


−

+−
=

−

−
=

t

ett
tM

t

et
tM

t

X

t

X

 
145))0(()0()(    ;   5)0()(  ;  2)0()( 22 =−=−===== MMXVMXEMXE XX 

 الوسيط، الربيعيات، المنوال.  خصائص أخرى للمتغير العشوائي:. 5.4.1 

   الوسيط لمتغير عشوائي  •

 ليس بالضرورة وحيدة( التي تحقق ما يلي: eM) eMالقيمة  هوXالوسيط لمتغير عشوائي منفصل  -

  2

1
)(  eMXP

  
و  

2

1
)(  eMXP 
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 التي تحقق ما يلي: eMالقيمة  هوXالوسيط لمتغير عشوائي مستمر  -
2

1
)( =eMF (F دالة التوزيع التراكمي). 

 .الجزيئات من الرتبة شيرات و الربيعيات، الع   •

 ليس بالضرورة وحيد( التي تحقق : x)xالقيمة  وهXلمتغير عشوائي منفصل     الجزء من الرتبة-
  )( xXP    و  )( xXP 

التي تحقق: xالقيمة هوXلمتغير عشوائي مستمر  الجزء من الرتبة  - =)(xF (Fدالة التوزيع التراكمي). 

هي على التوالي الجزيئات من الرتب 1Q،2Q،3Qالربيعيات   -
4

1
=،2

1
=،4

3
=. 

الجزيئات من الرتب هي  xالعشيرات  و الربيع الثاني هو الوسيط .16.1 ملاحظة
10

1
=،10

2
=،....

10

9
=

. 

 المنوال لمتغير عشوائي  •

 التي يقابلها أكبر احتمال.  0Mالقيمة  هو Xالمنوال لمتغير عشوائي منفصل  -

0M     منوال==      )()(, 0MXPxXPRx X 

 التي تعظم دالة الكثافة الاحتمالية.  0Mالقيمة  هيXالمنوال لمتغير عشوائي مستمر  -

0M     منوال=     )(max)(   0 xfMf
x

 

 .0Mو المنوال 1Q ،2Q،3Qعين الربيعيات   1.11  المعرف في المثال Xليكن المتغير العشوائي  . 16.1 مثال

           1    25,0  3,0)1(    25,0  1,0)1( 1 === QXPXP          
2    5,0  6,0)2(    5,0 3,0)2( 2 ==== QMXPXP e                            

3    75,0  1)3(    75,0   6,0)3( 3 === QXPXP 

3    )(  
10

4
)3(   , ==== oX MxXPXPRx 

 

 .0Mو المنوال  1Q ،2Q،3Qعين الربيعيات   1.12المعرف في المثال Xالمتغير العشوائي   ليكن .17.1 مثال

.          Xلـ xF)(دالة التوزيع التراكمي  


















−

=













=



== 
−

           5                                      1

]5,1[     
24

1
 

24
dt 

12

1                                      0

dt (t))(
2

1

2

1

x

x
xtt

x

fxF

xxx

 

77
4

1

24

1

4

1
)( 1

2
1

2
1

1 ===
−

= QQ
Q

QF 

1313
2

1

24

1

2

1
)(

2
2

===
−

= ee
e

e MM
M

MF 

1919
4

3

24

1

4

3
)( 3

2
3

2
3

3 ===
−

= QQ
Q

QF 









= 0 

12

1
)(  ,   ]5,1[ xfx    f 5,1[متزايدة على المجال[  =        50M 

 vTchebytche. نظرية   6.4.1

2)(و تباينه  XE=)(متغير عشوائي توقعه الرياضي Xليكن  XV=      :لدينا( )
2

2

P   ,0



 − X 

)أو بصيغة أخرى:          )
2

2

1P   ,0



 −− X

 

3  2  1  0  x 

10

4
 10

3
 10

2
 10

1
 )( xXP = 

1 10

6
 10

3

 10

1

 )(xF 
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)    البرهان: )
  2

2

,

)(
)()(

2

1
)(

2

2)(
)()(P   ,0











XV
dxxfxdxxf

x
dxxfdxxfX

xx

= −=
−

=−
+

−

+

−

+

−−

   

و تباينه  =1متغير عشوائي توقعه الرياضي Xليكن . 18.1 مثال
9

12 = . 

محصور بين القيمتين  Xإيجاد احتمال أن يكون 
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و 1
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لدينا:     vTchebytcheحسب نظرية  
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. التوزيعات الاحتمالية الشهيرة 2  

 الشهيرة  المنفصلة . التوزيعات الاحتمالية1.2

 . التوزيع المنتظم المنفصل  1.1.2

 يتبع التوزيع المنتظم المنفصل. Xنقول أن  قيم مختلفة بنفس الاحتمال،nمتغير عشوائي منفصل يأخذ Xليكن 

إذا كان:       
nR

xXPxxxRx
X

inXi
11

)(  ,,....,, 21 ==== 

كان إذا nRX لدينا:  =2,1,..,
n

xXPRx X
1

)(, ==نكتب  وU(n)~X. 

 

لدينا:     U(n)~Xليكن  . 1.2  نظرية
2

1
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n
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1
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=

n
XV. 
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=
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هي:    X ـفإن دالة التوزيع التراكمي ل U(n)~Xليكن  . 2.2  نظرية
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tM)(الدالة المولدة للعزوم فإن U(n)~Xليكن  . 3.2  نظرية X ـلX :0هيt,     
1

1
)(

 
















−

−
=

t

tnt

X
e

e

n

e
tM

 
     ;     ,0t            البرهان:

1

1
) (

1
)( )()(

 

  

1

 

1

  














−

−
 = ====
==

t

nttn

x

xt
n

x

xtxt
X

e

e

n

e
e

n
xXPeeEtM 



 
17 

 

متغير عشوائي بحيث:     Xليكن  . 1.2 مثال 
6

1
)(,6,5,4,3,2,1 === xXPRx X 

لدينا:    XV    :U(6)~X)(و XE)(ثم استنتاج X.طبيعة و معالم توزيع 1
2

7

2

16
)( =

+
=XE

 
و 

12

35
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16
)(
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=
−

=XV. 

:  Xـ  ل F(x(.دالة التوزيع التراكمي 2
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xF

 

  

21 .تعيين الربيعيات 3 =Q،32 =Q،53 =Q0و المنوالM.لا يوجد 

القيم   Xليكن .  2.2  مثال يأخذ  XV)(وXE)(يجاد لإ  بنفس الاحتمال.  5,10,15,20,25متغير عشوائي منفصل 

العشوائي  المتغير  نعتبر 
5

X
Y U(5)~Y .3  بحيث   =

2

15
)( =

+
=YE 2و

12

15
)(

2

=
−

=YV
 

)(5)(15ومنه  == YEXE   و

50)(5)( 2 == YVXV. 

  

  . توزيع بارنولي 2.1.2

تجربة عشوائية و لتكن  esS لها حيث   =, المرفقة  الأساسية  و sالمجموعة  النجاح  تسمى eيمثل  الفشل. 

عند العكس. 0و القيمة   s)(إذا وقع النجاح   1الذي يأخذ القيمة  Xبتجربة بارنولي. نعتبر المتغير العشوائي 





=

=
=

ex

sx
xX

          0

                 1
)( 

s)(هو احتمال أن يتحقق النجاح pحيث pيتبع توزيع بارنولي بالمعلمةXنقول أن المتغير العشوائي المنفصل 

إذا كانت دالة توزيعه الاحتمالي كما يلي:  B(p)~Xونكتب 




==

==

         p-1)0(

               p)1(

XP

XP 

 

كما يلي:     Xــدالة التوزيع الاحتمالي ل يمكننا كتابة. 1.2 ملاحظة  xx
X ppxXPRx −−=== 1)1()(    ,1,0  

pXEلدينا:    B(p)~Xليكن   . 4.2  نظرية )()1(و  )(= ppXV −=. 

pppXPXPxXPxXE     البرهان:   

XRx

=+−==+== ==


.1)1.(0)1(.1)0(.0)( )( 

            pppXPXPxXPxXE

XRx

=+−==+== ==


.1)1.(0)1(.1)0(.0)( )( 2222 

                     )1( ))(()()( 222 ppppXEXEXV −=−=−= 

tM)(فإن الدالة المولدة للعزوم B(p)~Xليكن  . 5.2  نظرية X ـلX    :هيR  t,e p)-(1)( t += ptM X 

)( )(.)0(.)1(1).1(..  0 1  البرهان:     tttt

Rx

xt
X epqpepXPeXPexXPetM

X

+=+−==+== ==


 

يأخذ   X}رمي قطعة نرد متزنة{. نعتبر المتغير العشوائي =  . لتكن التجربة العشوائية 2.3مثال   الذي 

 إذا ظهر عدد فردي. 0إذا ظهر عدد زوجي والقيمة  1القيمة  

 .XV)(و  XE)(ثم استنتاج   X.إعطاء طبيعة و معالم توزيع 1










2

1
B~X،

2

1
)( =XE

 
و 

4

1
)( =XV. 

tM)(. تعيين الدالة المولدة للعزوم 2 X ـ ـلX  ثم  استنتاج)(XEو)(XV. 
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X
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X
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X etMeetMetM ==+=+=
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1
))0(()0()(    ;   

2

1
)0()(  ;  

2

1
)0()( 22 =−=−===== MMXVMXEMXE XX

 

 ذو الحدين  . توزيع3.1.2

12مرة بطريقة مستقلة   n  نكرر تجربة بارنولي ,..., n تجربة   . لكلi  المتغير العشوائي نرفقiX :حيث
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=
=

ex

sx
xXni i

          0

                 1
)(      ;   ..,2,1

    
و
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==

         p-1)0(

               p)1(

iXP

iXP. 

محاولات بارنولي{. nخلالs)(النجاح  }عدد مرات ظهور=Xالمعرف كما يلي: Xنعتبر المتغير العشوائي 

( ) ( ) ( ) ( )  nxxnpxpx
nCxn

iXPx
iXPx

nCxnexsx
nCx ,...,2,1,0, )1( )0()1()P()P()P(X −−=−===−==

 
إذا كانت دالة توزيعه  p)B(n,~Xونكتب: pو  nتوزيع ذو الحدين بالمعلمتين اليتبع  Xنقول أن المتغير العشوائي 

   الاحتمالي كما يلي:    )1( )P(X    ,,...,2,1,0 xnxx
nX ppCxnRx −−===      

            

 

=يمكننا أن نكتب: . 1.2 ملاحظة
=

n

x
iXX

1 
بحيث 
  

B(p)~       ;     ,....,2,1 iXni = 

يمكننا أن نتحقق أن . 2.2 ملاحظة ==
 XRx

x 1)P(X

 

 باستعمال العلاقة
0

n a b)( =+
=

=

−
nx

x

xnxx
n bCa. 

tM)(فإن الدالة المولدة للعزوم n,~X)p)Bليكن . 6.2  نظرية Xـل X :هي( ) R  t,e p)-(1)(
nt += ptM X 

)البرهان:        )nt

0

 e p)-(1 )1( )()(  )( pxnppex
nC

Rx

xXPxtetM
n

x

x
t

X

X +=
−−=



==
=

 

 

npXEلدينا:     p)B(n,~Xليكن . 7.2  نظرية )()1(و  )(= pnpXV −=. 

)البرهان:   ) 1-nte p)-(1   )( pepntM t
X += و( ) ( ) 2-nt221-nt e p)-(1    )1( e p)-(1   )( pepnnpepntM tt

X +−++=  

                                                                           npMXE X == )0()( 

)1(  1)-(n  ))0(()0())(()()( 2222222 ppnnpnppnpnpnMMXEXEXV XX −=+=−+=−=−= 

. نفترض أن احتمال الحصول على شهادة الماستر بالمدرسة العليا للتجارة لطالب مسجل بالمدرسة 4.2مثال  

نعتبر المتغير  و  طلبة مسجلين في السنة الأولى   5.نأخذ عشوائيا مجموعة مكونة من 9,0عشوائيا هو   اختير

 المعرف كما يلي: Xالعشوائي 

X =عدد الطلبة المتحصلين على شهادة الماستر بالمدرسة العليا للتجارة{}                                       
0,9)  ;  B(5~X

         
   5)1,0((0,9) 

5
)P(X    ;   5,4,3,2,1,0 xxxCxXRx −=== 

0 (O,9)0)9,01(5)1,0(00001,0     احتمال أن لا يتحصل أي طالب على الشهادة.  .1
5

)0P(X  5 ==−== C 

P(X11)P(X11)P(X  5(10-)1,0(99999,0احتمال أن يتحصل على الأقل طالب على الشهادة. .2 ===−=−=  

على    .3 المتحصلين  الغير  الطلبة  عدد  من  أكبر  الشهادة   على  المتحصلين  الطلبة  عدد  يكون  أن  احتمال 

P(X1)P(X0)P(X13)P(X13)P(X(12-)1,0(5)9,0()1,0(10)9,0()1,0(99145,0.    الشهادة 32415 =−−==−=−=−=−= 

==E(X)  = 1809,0200 طالب. 200. العدد المتوسط للطلبة المتحصلين على الشهادة لدفعة تتكون من 4 pn 
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 . التوزيع الهندسي 4.1.2

12)أي التجارب s)(نكرر تجربة بارنولي بطريقة مستقلة حتى الحصول على أول نجاح  ,...,.... n .)مستقلة 

 {. s)(}عدد المحاولات اللازمة للحصول على أول نجاح = Xالمعرف كما يلي:Xنعتبر المتغير العشوائي 

( ) ( )  +−== ,...,2,1      ;    P(s) 1 P(e))P(X xxx 

العشوائي  المتغير  أن  بالمعلمةXنقول  الهندسي  التوزيع  نكتب: pيتبع  ~)G(و  pX    توزيعه دالة  كانت  إذا 

الاحتمالي كما يلي:              ( ) 1 q 1 p-1  )P(X    ,*,...,2,1 −=−===+= xpxpxNXRx 

 

 

tM)(فإن الدالة المولدة للعزوم G(p)~Xليكن  . 8.2  نظرية XـلX     :1هيte q ,
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  لدينا:    G(p)~X. ليكن 2.9نظرية  
p
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البرهان:  
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MMXEXEXV XX =
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 }رمي قطعة نرد متزنة {.  = . لتكن التجربة العشوائية 2.5مثال 

 للمرة الأولى{."  1}عدد المحاولات اللازمة لظهور الوجه " =   Xنعتبر المتغير العشوائي: 

XV:)(و XE)(ثم  استنتاج  X. طبيعة و معالم توزيع 1








6

1
G~X   ،6)( =XE  30و)( =XV 

0323,0"  في الرمية العاشرة:1. احتمال ظهور الوجه " 2
6

5

6

5

6

1
)10(

10

99

==







==XP

  

 . التوزيع فوق الهندسي 5.1.2

على  مجتمع  بالخاصية  pNعنصر، Nيحتوي  عناصر   pحيث    Aبالخاصية  qNوAيتميز  نسبة  في Aتمثل 

pqالمجتمع و   عنصر من هذا المجتمع. nفي المجتمع. نسحب عشوائيا و بدون إعادة  Aنسبة عناصر  1=−

 المسحوبة {.  ةفي العينA=}عدد العناصر التي تتميز بالخاصية  Xالعشوائي  نعتبر المتغير
)P(X  x= هو عدد الحالات الموافقة الذي يتمثل في اختيارx  عنصر من بينpN    و الباقيxn−   من بينqN على

 .Nمن مجتمع حجمه  nعدد الحالات الممكنة أي عدد العينات بحجم 
),min(                 pp NnxnxNx   

)-nmax(0,        0        )-N(    n   -n      -N-n qpp NxxxNnxxNx −  

)و نكتب: N ،pN،nبالمعالم يتبع التوزيع فوق الهندسي Xنقول أن المتغير العشوائي  )pN,N,~ nX  إذا كانت

 دالة توزيعه الاحتمالي كما يلي: 
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لدينا: .210ان: حسب النظرية البره
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عاملات. يريد مدير المؤسسة أخذ رأي المستخدمين،  6عمال و 5في مؤسسة صغيرة يعمل. 6.2 مثال

 }عدد العاملات المستجوبات{.= Xأشخاص.ليكن المتغير العشوائي: 7فقام باستجواب 

).XV)(و XE)(ثم  استنتاج   X.توزيع 1 )6 , 7,  11~ X    

     )P(X    ;  62N/   )6,7min()5-max(0,7N/ 
7
11

_7
56

C

CC
xxxxxRx

xx

X ==== 

81,3
11

42
p )( === nXE   69,0و

11

5
.

11

6
.

10

4
  7

-N
..

1-N

n-N
  )( ===

N

N

N

N
nXV

pp

 

015,0عاملات : 6. احتمال أن يستجوب المدير2
7920

120

891011

2345

!11

!4!75
 

7
11

1
5

6
6)6( ==




=


===

C

CC
XP

 
 

)6(1. احتمال أن يستجوب المدير عامل واحد على الأقل: 3 =XP        2(1)2(1)(1أو( =−=−= PXPXP 

 . توزيع بواسون 6.1.2

)p)P حادث بحيث Aتجربة عشوائية و لتكن  =A،p  ( 0صغير جداp مرة بطريقة  n(. نكرر هاته التجربة →

}عدد مرات وقوع  =   Xمعرف كما يلي:  متغير عشوائيXليكن  و (.→n+كبير بما فيه الكفاية ) nمستقلة، 

 Aهو ثابت يعبر عن العدد المتوسط لعدد مرات وقوع الحادث np=خلال فترة زمنية{، حيث  Aالحادث
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~)P(و نكتب:   يتبع توزيع بواسون بالمعلمة  Xخلال هاته الفترة الزمنية.نقول أن المتغير العشوائي  X إذا

كانت دالة توزيعه الاحتمالي كما يلي:    
! 

)P(X    ,
x

x
xNRx eX

−===     

 

~)P(ليكن . 12.2نظرية   Xالدالة المولدة للعزوم فإن)(tM XـلX :هيR  t,
1)-t(e

e)( =


tXM 
,R      tالبرهان:              

1)-t(e
e

0 ! 

)  (
 e)(  ) ()( =

+

=

−=


===


x x

xte

XRx

xXPxtexteEtXM

 

 

~)P(ليكن . 13.2  نظرية X    :لدينا== )()( XVXE. 

t(e-(1البرهان:  
e te)(
= tM X    و







 +=+= te1
1)-t(e

e te
1)-t(e

e te te
1)-t(e

e te)( tM X 

== )0()( XMXE               و =−+=−=−= 2222 )1())0(()0())(()()( XX MMXEXEXV 

. لوحظ في مؤسسة لبناء السكنات أن عدد حوادث العمل الشهرية يتبع توزيع بواسون بالمعلمة  7.2مثال  

12
)    } عدد حوادث العمل خلال شهر{.=  X.نعتبر المتغير العشوائي: 1 )

12
1P~X 

12. العدد المتوسط لحوادث العمل خلال شهر :1
1)()( == XVXE

 
 

12. احتمال أن لا يقع أي حادث عمل خلال شهر:2
1

)0(
−

== eXP  

 . =2. نفترض أن عدد البواخر التي تصل إلى ميناء وهران يوميا  يتبع توزيع بواسون بالمعلمة  2.8مثال 
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)()(14.التوقع الرياضي و التباين لعدد البواخر التي تصل إلى الميناء خلال أسبوع:   3 == XVXE
  

 المستمرة الشهيرة  . التوزيعات الاحتمالية2.2

 المنتظم المستمر . التوزيع 1.2.2
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يتبع توزيع منتظم مستمر على  Xمحطة هو متغير عشوائي نفترض أن مدة انتظار قطار في  .  9.2  مثال

]0 , 8[المجال  . 

)(4  .التوقع الرياضي و التباين لمدة انتظار قطار في محطة :1 =XE،
3

16
)( =XV     .  (( )]8 , 0[U~X) 

دقائق:     5مدة انتظار قطار في محطة. احتمال أن لا تفوق 2
8

5
)5()5( == FXP 

)10(1)10(011دقائق:   10 . احتمال أن تفوق مدة انتظار قطار في محطة3 =−=−= FXP 

 التوزيع الآسي  .2.2.2

بالمعلمة  Xنقول أن المتغير العشوائي   )ونكتب      )0(  يتبع التوزيع الآسي  )  ~X دالة كثافته إذا كانت 
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)( e)(كما يلي: X ــيمكننا كتابة دالة الكثافة الاحتمالية ل. 5.2 ملاحظة [,0]
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 . التوزيع الطبيعي 3.2.2
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=فعلا دالة كثافة احتمالية باستعمال النتيجة التالية:fيمكننا التحقق أن. 8.2 ملاحظة
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  .9.2 ملاحظة
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)  عشوائي يتبع التوزيع الطبيعي  متغيرXليكن .  10.2  ملاحظة ), ~ NX  فإن
  

المتغير العشوائي  
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=بما أن التحصل على الصيغة الرياضية للتكامل 
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غير ممكن تحليليا، يتم تقيم هذا التكامل   

باستعمال طرق عددية تقديرية. لهذا الغرض أعد جدولا خاصا، يسمى جدول التوزيع الطبيعي المعياري، 

بناءا على تناظر التوزيع الطبيعي   z)(السالبة نستنتج قيم  z(. بالنسبة لقيم  0zالتقريبية ) z)(يلم على قيم 

)(1)(، لدينا0المعياري بالنسبة لـ  zz −=−. 

)(يتم حساب الاحتمالات  .  11.2  ملاحظة xIXP   حيث( ),~  NX    باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري

إلى متغير توزيعه طبيعي معياري  Xبعد تحويل  
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 عام في بلد ما. 65و 18نهتم بقامة )بالسنتيمتر( الأفراد الذين يتراوح عمرهم بين .  11.2 مثال

عام على التوالي.  65و   18قامة النساء و قامة الرجال الذين يتراوح عمرهم ما بين   2Xو  1X  المتغيران  يمثل

cm 1651متغير عشوائي يتبع التوزيع الطبيعي توقعه    1Xنفترض أن   = 22و تباينه
1 ) 6( cm=  2وX    متغير عشوائي

cm 1752يتبع التوزيع الطبيعي توقعه  = 22و تباينه
2 ) 11( cm=. 

  m 77,1و m 53,1.احتمال أن يكون ل طول قامة امرأة أختيرت عشوائيا محصور بين 1

1X = عام.65و  18قامة النساء الذين يتراوح عمرهم ما بين
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  m 70,1. احتمال أن يكون طول قامة رجل أختير عشوائيا يفوق 2
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ا أن نسبة  علم   من هذا البلد.m 70,1عام وقامته تفوق 65و  18. نختار عشوائيا شخص عمره يتراوح ما بين 3

 ، نحسب احتمال أن يكون هذا الشخص امرأة 52 %عام هي 65و 18بين النساء الذين يتراوح عمرهم ما 

 m 70,1الشخص قامته تفوق = Aالشخص المختار امرأة، = Fنعتبر الحوادث الآتية:  

 ( ) ( ) )48,0( )170()52,0( )170()P( )P( )()()( 21 +=+=+= XPXPFFAPFFAPFAPFAPAP 
 

    لدينا:  متناظرة بالنسبة للمحور  الة الكثافة  د  2
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 Gamma. توزيع 4.2.2

 Gammaتعريف الدالة 
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 . المتغير العشوائي ذو البعدين3

 المتغير العشوائي ذو البعدين . مفهوم 1.3

 المتغير العشوائي ذو البعدين  . تعريف1.1.3

)ليكن ),S  الفضاء القابل للاحتمال المرفق للتجربة العشوائية .X   وY    متغيران عشوائيان معرفان على

),(نفس الفضاء. المتغير العشوائي ذو البعدين YXV Rنحو Sهو تطبيق من  =
2 . 

),())(),(())(,(                  

:),( 2

yxsYsXsYXs

RSYXV

==

→=

 
حيث:       yxRyx Y(s),X(s):Ss,   ),( 2 

),(. يكون الثنائي المرتب  1.3ملاحظة   YX   متغيرا عشوائيا على( ),S    إذا وفقط إذا كان كل منX   وY

)متغيرا عشوائيا على  ),S. 

 لمتغير عشوائي ذو البعدين . تعريف التوزيع الاحتمالي المشترك 2.1.3

)ليكن )PS ,,  الفضاء الاحتمالي المرفق للتجربة العشوائية و ليكن),( YX  متغير عشوائي ذو البعدين 

)معرف على الفضاء الاحتمالي  ),Sنعرف التوزيع الاحتمالي المشترك.),( YXP  للمتغير),( YX    :بما يلي 

       ),()(    , BB ),(
2

2 BYXPBPR YXR
=.3 

 . تعريف دالة التوزيع التراكمي المشتركة لمتغير عشوائي ذو البعدين 3.1.3

 
 .جبر تحتوي على المستطيلات من الشكل-وهي أصغر    ـل  هي العشيرة البوريلية حيث  3

2B
R

2R],]],] yx −−
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)ليكن )PS ,,  الفضاء الاحتمالي المرفق للتجربة العشوائية و ليكن),( YX  متغير عشوائي ذو البعدين 

)معرف على الفضاء الاحتمالي  ),S دالة التوزيع التراكمي المشتركة للمتغير .),( YX    :معرفة كما يلي 

),(),( ),(      

]1,0[: 2

yYxXPyxFyx

RF

=

→


 

),(ليكن  (التوزيع التراكمي لمتغير عشوائي ذو البعدينخواص دالة  ).  1.3نظرية   YX     متغير عشوائي ذو

F),(البعدين و   yx لدينا:  دالة التوزيع التراكمي 

1    .1),(0    ;    ),( 2  yxFRyx  

2  .0),( 

   

=

−→

−→

yxFLim

y
أو

x
 ),(1و   

    

=

+→

+→

yxFLim

y
و

x
. 

F),(. الدالة 3 yx   متزايدة  بالنسبة لكل من المتغيرينX  وY . 

F),(. الدالة 4 yx  2   مستمرة عن يمين ويسار كل نقطة منR    . 

5.),(),(),(),(),(  ;   d ;  ba   ;   R dc,b,a,   caFcbFdaFdbFdYcbXaPc +−−=  

 لمتغير العشوائي ذو البعدين المنفصل  ا .2.3

 المتغير العشوائي ذو البعدين المنفصل   . تعريف1.2.3

الاحتمالي Yو Xليكن  الفضاء  نفس  على  معرفان  )حقيقيان(  عشوائيان  )متغيران  )PS ,,  الزوج يكون   .

),( YXمتغيرا عشوائيا منفصلا إذا كانت مجموعة قيمه),( YXR   مجموعة منتهية أو غير منتهية و قابلة للعد

2R  .من نقاط   **
),( Nj   ,Ni   ,  ),(  = jiYX yxR 

 

 

 

 . التوزيع الاحتمالي المشترك لمتغير عشوائي ذو البعدين منفصل  2.2.3

),(ليكن  YX متغير عشوائي ذو البعدين منفصل معرف على الفضاء الاحتمالي( )PS ,,و),( YXR   مجموعة قيمه

ثنائي  ),(.لكل  ji yxالعدد ),(نرفق  ji yxP الاحتمالية  بحيث التوزيع  ),(للمتغير    المشتركة  دالة  YX   تحقق

 الشرطين التاليين: 

1.       0),(    , ),( === jiij yYxXPPji  

2. 1   ),( 
i ji j

= === jiij yYxXPP 

.2.3ملاحظة         ),(),(    , BB 2
2  ===

Bx
R

yYxXPBYXPR. 

البعدين منفصل يعطى على شكل جدول أو على شكل . التوزيع الاحتمالي لمتغير عشوائي ذو 3.3ملاحظة 

 صيغته الرياضية. 

نفترض أن  mjniyxR jiYX =  جدول التوزيع الاحتمالي يعطى على شكل التالي: ، ),(),(1  ;  1

 

 

 

 

 

 

 

nx .... ix .... 1x X 
Y 

1np  1ip  11p 1y 

      

njp  ijp  jp1 jy 

      
nmp  imp  mp1 my 

....

....



 
30 

 

 

 . دالة التوزيع التراكمي المشتركة لمتغير عشوائي ذو البعدين منفصل 3.2.3

),(ليكن  YX  البعدين منفصل معرف على الفضاء الاحتمالي متغير عشوائي ذو( )PS ,,    دالة التوزيع ،

)F,(التراكمي yx  :معرفة كما يلي  

  ====
 xx yy

ji

i j

yYxXPyYxXPyxRyx ),(),(),F(    ,),( 2 

 . التوزيعات الاحتمالية الحدية لمتغير عشوائي ذو البعدين منفصل  4.2.3

),(من التوزيع الاحتمالي المشترك للمتغير YX   نستنتج التوزيعات الاحتمالية الحدية لـكل منX   وY  على

 4. التوالي
     ),() (   , = ===== •

j
ij

j
jiii PyYxXPxXPPi

 
     ),() (   , = ===== •

i
j

i
jijj iPyYxXPyYPPj 

ji )()(الحوادث jالبرهان:مهما يكن   yYxX ==متنافية فبما بينها. 
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111j
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يأخذ القيمة   Xمتغيران عشوائيان معرفان كما يلي:   YوX= }رمي قطعة نرد متزنة{. ليكن   .     1.3مثال  

 إذا كان الوجه المتحصل عليها رقم زوجي    2إذا كان الوجه المتحصل عليها رقم فردي والقيمة   1

 عند العكس.  2و يأخذ القيمة  6إذا ظهر الوجه   1والقيمة  1إذا ظهر الوجه   0يأخذ القيمة   Yو 

),(.تعيين دالة التوزيع الاحتمالية المشتركة للمتغير 1 YX  ودالتا التوزيع الاحتمالي الحدي لـXلـ وY. 

 

 

 

 

 

 

 

 

),(. تعيين دالة التوزيع التراكمي المشتركة للمتغير 2 YX .في جدول 
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Y :=إيجاد التوزيع الاحتمالي الحدي .4
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)2,1( حساب الاحتمالات الآتية: .5 == YXP،)1,1( = YXP ،)3( +YXP،)1( YXP 1,21(و(  YXP. 

3

1
)2,1( 13 ==== pYXP 

3

1
)2,1()1,1()1,1( 1312 =+===+==== ppYXPYXPYXP 

6

5
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1
)1,1()1,2()1,1()1,2()1,21( =−=−= FFYXPYXPYXP

 
 

 

 

   التوزيعات الاحتمالية الشرطية لمغير عشوائي ذو البعدين منفصل. 5.2.3

),(ليكن  YXالفضاء الاحتمالي  معرف على منفصل ذو البعدين متغير عشوائي( )PS ,,. الاحتمالي  ع التوزي
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 . دالة التوزيع التراكمي الشرطية لمتغير عشوائي ذو البعدين منفصل 6.2.3

),(ليكن  YXالفضاء الاحتمالي  معرف على  منفصل  ذو البعدين  متغير عشوائي ( )PS ,,.    لتراكمياع  التوزيدالة 

jyYشرط الحادث   X الشرطي للمتغير  معرفة كما يلي: =
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 . المتغيرات العشوائية المنفصلة المستقلة 7.2.3

),(ليكن  YXالفضاء الاحتمالي  معرف على منفصل ذو البعدين متغير عشوائي( )PS ,,انمتغير. يكون ال 
X وY   مستقلين إذا وفقط إذا من أجل كل ثنائي),( ji   كان الحادثان ixX و  = jyY  مستقلين. =

   مستقلان      Yو Xأي:   ( ) ( ) ( ) jijiji PPyYPxXyYxXPji ••=======   . PP  ;  ),( ij  

 

)مستقلين لدينا:      Yو X. إذا كان 4.3 ملاحظة ) ( ) ( )      F,F  ;  ),( yFxyxyx YX = 
                                                                  P       PP  ;  ),(

i
ji

j
i jPji •• ==

 

 (  1.3. باستعمال معطيات المثال السابق )المثال 2.3مثال 

 X=1شرط   Yوالتوزيع الاحتمالي الشرطي للمتغير  Y=2شرط    Xإيجاد التوزيع الاحتمالي الشرطي للمتغير  

 باستعمال المثال السابق.  
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 لمتغير العشوائي ذو البعدين المستمر  ا .3.3

 المتغير العشوائي ذو البعدين المستمر  . تعريف1.3.3

)متغيران عشوائيان )حقيقيان( معرفان على نفس الفضاء الاحتمالي   Yو Xليكن  )PS ,,. لزوج يكون ا),( YX

),(متغيرا عشوائيا مستمرا إذا كانت مجموعة قيمه  YXR  2غير منتهية وغير قابلة للعد منR  . 

 . التوزيع الاحتمالي لمتغير عشوائي ذو البعدين مستمر 2.3.3

)متغيران عشوائيان )حقيقيان( مستمران معرفان على نفس الفضاء الاحتمالي Yو Xليكن  )PS ,, دالة . نسمى

),(للمتغير  المشتركة  الكثافة الاحتمالية YXالدالة المستمرة),( yxf  :إذا وجدت( و التي تحقق الشرطين الآتين( 

1.
 
 

2      .
 
 

),(ليكن . 5.3ملاحظة  YXمستمر،  متغير عشوائي ذو البعدين),( yxf :دالة كثافته الاحتمالية المشتركة فإن 

1.

  

2.
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 . دالة التوزيع التراكمي المشتركة لمتغير عشوائي ذو البعدين مستمر 3.3.3

),(ليكن  YXمستمر، متغير عشوائي ذو البعدين),( yxfدالة كثافته الاحتمالية المشتركة. دالة التوزيع التراكمي 

),(المشتركة للمتغير  YX :معرفة كما يلي  

 ==
− −

x y

udvvufyYxXPyxRyx d ),(),(),F(    ,),( 2

 
 و لدينا: 

yx

yxF
yxf




=

),(
),(

2

 

 . التوزيعات الاحتمالية الحدية لمتغير عشوائي ذو البعدين مستمر 4.3.3

ليكن 1.3نظرية   .),( YXالاحتمالي الفضاء  على  معرف  مستمر  البعدين  ذو  عشوائي  )متغير  )PS ,,  ،( )yxF , 

)توزيعه التراكمي المشترك ،  )xFX ل ـ دالة التوزيع التراكميX و( )yFY ل ـ دالة التوزيع التراكميY  :لدينا 
,.)(),(),()(F  ,    X xFxFyxFLimxRx
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x
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)لتكن   البرهان: )xf X دالة الكثافة الاحتمالية ل ـX و( )yfY لـ دالة الكثافة الاحتماليةY. 

  

 

 

),(. ليكن 2.3 نظرية YX متغير عشوائي ذو البعدين مستمر معرف على الفضاء الاحتمالي( )PS ,,  ،( )yxf دالة    ,

= لدينا: كثافته الاحتمالية المشتركة
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dy ),( )( ,    yxfxfRx X   و   =
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xyxfyfRy Y d ),( )( ,              

xf)(حيث: X هي دالة الكثافة الحدية لـX و )(yfY دالة الكثافة الحدية لـ هيY             . 

             البرهان:

            

),(. ليكن  3.3 مثال YX متغير عشوائي ذو البعدين مستمر و),( yxf  :دالة كثافته الاحتمالية المشتركة 
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 . التوزيعات الاحتمالية الشرطية لمتغير عشوائي ذو البعدين مستمر 5.3.3 

),(ليكن  YX متغير عشوائي ذو البعدين مستمر و( )yxf  دالة كثافته الاحتمالية المشتركة. ,
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 البعدين مستمر . دالة التوزيع التراكمي الشرطية لمتغير عشوائي ذو 6.3.3

),(ليكن  YX متغير عشوائي ذو البعدين مستمر معرف على الفضاء الاحتمالي( )PS ,,  دالة التوزيع التراكمي .
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و لدينا:         
 
 

.6.3ملاحظة 
             

 

 . المتغيرات العشوائية المستمرة المستقلة 7.3.3

),(ليكن  YX  معرف مستمر  البعدين  ذو  عشوائي  الاحتمالي متغير  الفضاء  )على  )PS ,,،)(xf X   و )(yfY  تا دال 

إذا وفقط إذا من أجل كل    مستقلينYو  Xعلى الترتيب. يكون المتغيران   Yو   Xالكثافة الاحتمالية لكل من  

),(عددين حقيقيين  yx :لدينا )().(),f( yfxfyx YX=  :أي  X وY     مستقلان   )().(),(  ,  ),( yfxfyxfyx YX=  

 مستقلين لدينا:  Yو X. إذا كان 7.3ملاحظة 

)().(),(  ,  ),( yFxFyxFyx YX= حيث)(xFX  و )(yFY  التوزيع التراكمي لكل من  تادالX وY .على الترتيب 
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 العددية لمتغير عشوائي ذو البعدين المميزات. 4.3

 . تعريف التوقع الرياضي لمتغير عشوائي ذو البعدين 1.4.3

),(ليكن   - YX متغير عشوائي ذو البعدين معرف على الفضاء الاحتمالي( )PS ,,  التوقع الرياضي للمتغير .),( YX 
)),()((  الشعاعهو  YEXE  :إذا وجد بحيث 

),(إذا كان  YXعشوائي منفصل زوج :  ===  ===
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),(إذا كان YX  :مستمر لدينا       
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),(.ليكن 4.3 نظرية YX متغير عشوائي معرف على الفضاء الاحتمالي( )PS ,,  إذا كان المتغيران . 

      فإن: مستقلين Yو Xالعشوائيان  
     )(t  M)(t  M)(t     MR,t   YXYX = + 

)البرهان: ) ( ) ( ) ( )      )(t M  . )(t M  .. )(t M    R,t  
)(

 YX
tYtXtYtXYXt

YX eEeEeeEeE ==== +
+  

 التباين المزدوج و معامل الارتباط . التباين ، 2.4.3

   التباين المزدوج

),(التباين المزدوج للمتغير العشوائي ذو البعدين  YX   :معرف كما يلي( )( ) )(.)(),( YEYXEXEYXCov −−= 

),(ليكن .)خواص التباين المزدوج(  5.3 نظرية YX :متغير عشوائي ذو البعدين فإن 

1  .)( )() (),( YEXEYXEYXCov −=   

2.      0 ),(),(   ,   == aXCovXaCovRa 

3.      ), Cov(), Cov( XYYX = 

4.       ),(  ),(   ,   , YXCovbabYaXCovRba =  

)Cov(), Cov(), Cov ,(      ثلاث متغيرات عشوائية لدينا: Zو  X،Y. ليكن 5 ZYZXZYX +=+  

 

.1البرهان:     )( )() ()( )() () ( )().(((),( YEXEYXEYEXEYXEXYEYXEYEYXEXEYXCov −=+−−=−−=  

2.0)( ) ()( )() (),( =−=−= XEaXaEXEaEaXEXaCov  

3.),()( )() ()( )() (),( XYCovXEYEXYEYEXEYXEYXCov =−=−=  

4 .( ) ),()()( ) ()( )() .(),( YXabCovYEXEXYEabbYEaXEbYaXEbYaXCov =−=−= 

5. ( ) ),(),()()()()(- )()()( )() (),( ZYCovZXCovZEYEZEXEYZEXZEZEYXEZYXEZYXCov −=−−=+−+=+  

),(0فإن: مستقلين   Yو X. إذا كان المتغيران العشوائيان  8.3ملاحظة  =YXCov .لكن العكس غير صحيح 

),(. )خواص التباين( ليكن 6.3 نظرية YX عشوائي معرف على الفضاء الاحتمالي  زوج( )PS ,, :فإن  

),(2)()()(  ,  , 22 YXabCovYVbXVabYaXVRba ++=+ 

)(),(),(),(2),()()(2),( البرهان: 22 YXabCovYVbXVabYaXCovbYbYCovaXaXCovbYaXbYaXCovbYaXV ++=++=++=+  
)()()(2),(لدينا:    b=1و a=1إذا كان  YXCovYVXVYXV ++=+ 

)()()(فإن: مستقلين   Yو Xإذا كان المتغيران العشوائيان  . 9.3ملاحظة  YVXVYXV +=+  

 مصفوفة التباين و التباين المزدوج  
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),(العشوائي  زوجمصفوفة التباين و التباين المزدوج لل YX :هي المصفوفة المربعة المعرفة كما يلي 
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 الدالة المولدة للعزوم لمتغير عشوائي ذو البعدين. 5.3

 العزوم لمتغير عشوائي ذو البعدين  .1.35

الاحتمالي  Yو  X  ليكن الفضاء  نفس  )متغيران عشوائيان معرفان على  )PS ,,  .المتمركز الغير  من    العزم 

) pالرتبة   )*Np   بالنسبة للمتغيرX و من الرتبة  q ( )*Nq   بالنسبة للمتغيرY :معرف كما يلي  
),(),( qp

pqpq YXEmYXm == 

)  pمن الرتبة    العزم المتمركز )*Np   بالنسبة للمتغيرX    و من الرتبةq ( )*Nq      بالنسبة للمتغيرY    معرف

 كما يلي: 
( )qp

pqpq YEYXEXEYX ))((())(((),( −−==  

 

 

).              11.3ملاحظة  ) ),( ))())(((((11 YXCovYEYXEXE =−−=     
 . الدالة المولدة للعزوم2.5.3

)عشوائيان معرفان على نفس الفضاء الاحتمالي متغيران   Yو  X  تعريف: ليكن )PS ,, الدالة المولدة للعزوم .

),(للمتغير العشوائي  YX :معرفة كما يلي
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),(. ليكن 8.3 مثال YX :متغير عشوائي دالة توزيعه الاحتمالية المشتركة معطاة في ل الجدول التالي كما يلي 

)t,t(إيجاد الدالة المولدة للعزوم . 1 21),( YXM للمتغير العشوائي),( YX. 
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)t,t()t,t(. إذا كان 12.3ملاحظة   21),(21),( YXYX MM = من اجل)t,t( ينتمي إلى مستطيل مفتوح يحتوي على   21

),(. فإن المتغيرين العشوائيين ذو البعدين  )0,0( YX و),( YX    لهما نفس التوزيع الاحتمالي حيث

)t,t( 21),( YXM  و)t,t( 21),( YXM   دالتا مولدتان للعزوم للمتغيرين ),( YX و),( YX    . 

فإن:   مستقلين Yو X. إذا كان المتغيران العشوائيان  13.3ملاحظة 
)t().t()t,t(   ,  )t,(t   2121),(21 YXYX MMM =  

)t,t(حيث  21),( YXM  الدالة العشوائي    هي  للمتغير  للعزوم  ),(المولدة  YXو)t( 1XM و)t( 2YM  دالتا مولدتان  هما 

 على الترتيب.  Yو X للمتغيرين العشوائيين للعزوم 

 

 الشهيرة التوزيعات الاحتمالية المتعددة الأبعاد . 6.3

 التوزيع المتعدد الحدود . 1.6.3

ليكن  kAAAأنواع مختلفة    kعنصر من Nمجتمع يحتوي على    Pتعريف:  ,....., العناصر من 21 بحيث عدد 

 حيث kNهو kAو..... وعدد العناصر من النوع    2Nهو   2Aو عدد العناصر من النوع  1Nهو   1A  النوع

kNNNN +++= ....21،    1...21 =+++ kppp    و
N

N
pAPki i

ii === )( ;  ,...,1 . 

بالإعادة    عشوائيا  الشعاع   nنسحب  ونعتبر  المجتمع  هذا  من  )عنصر  )kXXXX ,.....,, 1,..., بحيث   =21 ki = 

العشوائية  الحادث iXالمتغيرات  وقوع  مرات  عدد  nXXXوiAتمثل  k =+++ أن  21.... نقول  العشوائي .  الشعاع 

( )kXXXX ,.....,, kpppnيتبع توزيع متعدد الحدود بالمعالم   =21 ,.....,, )ونكتب  21 )kpppn ,.....2,1,~N   دالةإذا كانت 

)    الاحتمالية معرفة كما يلي: توزيعه ) kn
k

nn

k
kk ppp

nnn

n
nXnXnXP 


==== .....

!..... ! !

!
,.....,, 21

21
21

2211

 
 

 

 خواص توزيع متعدد الحدود: 

kXXXالمتغيرات العشوائية   .1 ,....., nXXXغير مستقلة لأن  21 k =+++ )و 21..... ) jppnCov   X,X iji −=. 

)يتبع توزيع ذو الحدين أي: iXكل متغير حدي  .2 )ipnBki ,~X ;  ,...,1 i=  . 

in=ijالمتغير الشرطي   .3 XX  يتبع توزيع ذو الحدين( )
ip

jp
nnB j

−
−

1
,. 

)إذ كان السحب بدون إعادة فإن الشعاع    بنفس المعطيات السابقة  .14.3  ملاحظة )kXXXX ,.....,, يتبع توزيع   =21

kpppNnفوق الهندسي متعدد الأبعاد بالمعالم   ,.....,,, )ونكتب    21 )kpppnN ,.....2,1,,~X 
الاحتمالية  و دالة توزيعه    

 معرفة كما يلي: 
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كريات   3كريات بيضاء وكرية سوداء. نسحب بالإعادة    3كريات حمراء و  7يحتوي كيس على  .10.3مثال  

 من هذا الصندوق. 

 : حمراء وكرية بيضاءاحتمال الحصول على كرايتين حساب 
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 مرات.   9نرمي قطعة نرد متزنة   .11.3مثال 

و ظهور    مرتين  " 3"و" 2، ظهور الوجه " ثلاثة مرات "  1احتمال وقوع الحادث }ظهور الوجه " حساب  

 : {"6" "مرة واحدة وعدم ظهور الوجه 5"و" 4الوجه " 

" {،i}ظهور الوجه "=iAليكن الحادث 
6

1
)(, = iAPi 

( ) 0015,0
6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

!0 !1 !1!2 !2 !3

!9
0,.1,1,2,.2,3

011223

654321 =






















































======= NNNNNNP 

 الطبيعي المتعدد الأبعاد . التوزيع 2.6.3

العشوائي  الشعاع  )ليكن  )kXXXX ,.....,, بحيث و   =21 المزدوج  التباين  و  التباين  معرفة   مصفوفة  مصفوفة 

)قابلة للقلب    kموجبة متناظرة من الرتبة   )0det   و( )k ,.....,, التوزيع الطبيعي ذو   يتبع   X. نقول أن =21

k بعد بالمعلمتين  و :و نكتب( ),~ NX   :إذا كانت دالة كثافته الاحتمالية معرفة كما يلي 
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 بعد  kالتوزيع الطبيعي ذو  خواص 

): تتبع التوزيع الطبيعي وحيد البعد أي iX. المتغيرات الحدية  1 )iNki i  ,~X ;  ,...,1 i=
 
  . 

jx=ji. المتغيرات الشرطية  2 XX تتبع التوزيع الطبيعي وحيد البعد أي :ji ;  ,...,1 = ki
 

  . 

للشعاع العشوائي الطبيعي مستقلين إذا وفقط إذا كان معامل   jXو  iXيكون المتغيران العشوائيان الحدين    .3

 معدوم. jXو iXالارتباط الخطي بين  

 (k=2التوزيع الطبيعي ذو البعدين )  .12.3 مثال














=

2

1




          ،

















=
















=
       r

  r        

         ),(Cov

   ),(Cov                

2
221

21
2
1

2
212

21
2
1









XX

XX
  و    

)

),(Cov
r

21

21



XX
=

 
،  )r-(1  det 22

2
2
1
= 

و     





















−

−

=−

2
2

21

21
2
1

2

1

 1
        

 

   
 

             
1

  

r-1

1





r

r

      



 
42 

 

( ) ( )










































 −
+













 −












 −
−













 −
−=

2

2

22

2

22

1

11
2

1

11
22

21

21
2

21       2
)r-1(2

1
exp

r-1  )2(

1
,   ;  ,



















xxx
r

x
xxfRxx 

) إذا كان ) ( ),~, 21 NXX   ،









=

1

0
    و










=

4     0

 0      1

  
Cov     2,      ,1     ,1      ,0),( 0   :لدينا 212121 ===== XX 

( ) ( )
























 +−+
−=



































 −
+−=  

4

124
 

2

1
exp

)4(

1

2

1
  

2

1
exp

)4(

1
,   ;  , 2

2
2

2
1

2

22
121

2
21

xxxx
xxxfRxx


  

)المتغيرات الحدية لها توزيعات طبيعية وحيدة البعد:         )111 ,~X N        و( )222 ,~X N 

البعد:   وحيدة  طبيعية  توزيعات  لها  الشرطية  )المتغيرات  )( )22
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الحدين    .351.ملاحظة   العشوائيان  المتغيران  الارتباط   2Xو1Xيكون  معامل  كان  إذا  وفقط  إذا  مستقلين 

X,(X(الخطي  21
r   1بينX 2وX .معدوم 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 متغيرات عشوائية و توزيعاتها لدوال  .4

متغيرات عشوائية وحيدة البعد  لال و. د1.4  

 متغير عشوائي  تعريف دالة ل .1.1.4

)ليكن  )PS ,,  الفضاء الاحتمالي المرفق للتجربة العشوائية  وX  متغير عشوائي معرف على( ),S يأخذ قيمه

XY)(. نعتبر المتغير العشوائي XRفي المجموعة  = وYR مجموعة قيمه حيث   هو تطبيق منR  نحوR. 

))(()( 

       

sXsXs

RRS



→→

 
 .XRيساوي على الأكثر عدد عناصر المجموعة   YRعدد عناصر المجموعة  .1.4 ملاحظة
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   إذا كانت المجموعةXR  غير منتهية و قابلة للعد فإن المجموعة منتهية أوYR    تكون منتهية أو غير منتهية

 و قابلة للعد.

    إذا كانت المجموعةXR غير منتهية و غير قابلة للعد فالمجموعةYR  ة  يمكنها أن تكون منتهية أو غير منتهي

 و قابلة للعد أو غير منتهية و غير قابلة للعد.

 متغير عشوائي منفصل دالة ل .2.1.4

لمجموعة اغير منتهية وقابلة للعد فإن    منتهية أوXRمجموعة قيمه بحيث   XRمتغير عشوائي منفصل و Xليكن 

)( XY RR =   أو منتهية  و   تكون  للعد  قابلة  و  منتهية  XY)(غير  =   :بحيث منفصلا  عشوائيا  متغيرا                       يكون 

  ( )      )()(    , 
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xXPyXPyYPRy




 

متغير عشوائي منفصل بحيث: Xليكن  .1.4مثال 
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متغير عشوائي منفصل بحيث: Xليكن  .2.4مثال 
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 عدد فردي.Xإذا كان   −)1(عدد زوجي و يأخذ القيمة Xإذا كان  1يأخذ القيمة   Yبحيث:   Yإيجاد توزيع  
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 متغير عشوائي مستمر دالة ل  .3.1.4

)معرف على الفضاء الاحتمالي  مستمر متغير عشوائيXليكن   )PS ,,  الاحتمالية ، دالة كثافته(.)f  و    تطبيقا

XY)(متغير العشوائيفإن ال Rنحو Rمن  =  .يمكنه أن يكون متغيرا عشوائيا منفصلا أو مستمرا 

 منفصل لدينا: متغير عشوائي Yإذا كان  •

 

  )()(    ,)( 

)(/


=

==

yxx

XY dxxfyYPRRy





 
 لدينا:  ستمرمتغير عشوائي مYإذا كان  •

دالة رتيبة تماما، مستمرة وقابلة   و دالة كثافته الاحتمالية  f(.)،مستمر متغير عشوائيXليكن  .1.4  نظرية

XY)(للمتغير العشوائي  (.)gدالة الكثافة الاحتمالية فإنلاشتقاق  =  :معطاة كما يلي 

( ) ( )
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xfRy Y
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 . Yدالة التوزيع التراكمي لـ (.)Gالبرهان: لتكن البرهان:

 متزايدة لدينا: −1(.)و −1(.)متزايدة تماما أي تقبل دالة عكسية وحيدة (.)إذا كانت 

( )y)(y))(P(y)(X)P(y)P(YG(y) 11 −− ====  FX 
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

(1)       ).(.
y)(

.
y)(

y)(
y)(.y)(y)((y)Gg(y)

1

1

1
111

dy

dx
xf

dy

dx

dx

xdF

dy

d

d

dF
FF ===


=


==

−

−

−
−−− 




 

 متناقصة لدينا:  −1(.)و−1(.)متناقصة تماما أي تقبل دالة عكسية وحيدة  (.)إذا كانت 
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( )y)(1y))(P(1y))(P(y)(X)P(y)P(YG(y) 111 −−− −=−====  FXX 
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نستنتج أن: )2(و  )1(من العلاقتين 
dy

dx
xf )(g(y) =  

كان    .2.4  ملاحظة عشوائيXإذا  و  متغير  XY)(مستمر  =  عشوائي لإيجاد   متغير  الكثافة مستمر،  دالة 

 يمكننا إتباع المراحل الآتية: للمتغير العشوائي  الاحتمالية

 .للمتغير العشوائي  إيجاد دالة التوزيع التراكمي .1

 .للمتغير العشوائي  استنتاج دالة الكثافة الاحتمالية   .2

 فعلا دالة كثافته احتمالية. التي تجعل من تحديد قيم  .3

        و         بحيث   مستمر متغير عشوائي  ليكن . 3.4مثال 

بحيث:  متغير عشوائي منفصل و    .إيجاد توزيع  
 

   

 و  

       عشوائي مستمر دالة كثافته الاحتمالية معطاة كما يلي:متغير   ليكن  .4.1مثال 

   . إيجاد توزيع  

           ،                 

   و دالة قابلة لاشتقاق على دالة كثافته الاحتمالية و مستمر،  متغير عشوائيليكن    .4.2  نظرية

 معطاة كما يلي: للمتغير العشوائي ماعدا عند عدد منته من القيم فإن دالة الكثافة 

 

 يمثل عدد حلول المعادلة  حيث 

  . إيجاد توزيع  . مستمر بحيث   متغير عشوائي ليكن . 5.4مثال 

  ،

 

 البعدين ذات متغيرات عشوائيةلال ود .2.4

 البعدين متغير عشوائي ذو . تعريف دالة ل1.2.4

نعتبر    .مجموعة قيمه  و عشوائي ذو البعدين معرف على الفضاء الاحتمالي متغيرليكن 

 . نحو  تطبيق من   مجموعة قيمه حيث و  الشعاع العشوائي 
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 البعدين منفصل  ذو دالة لمتغير عشوائي  .2.2.4

المتغير العشوائي مجموعة قيمه فإن  متغير عشوائي ذو البعدين منفصل و  ليكن

 متغير عشوائي منفصل بحيث: 
 

 يعه الاحتمالية المشتركة معطاة في الجدول التالي: دالة توز عشوائي  زوج ليكن .6.4مثال  

   :إيجاد توزيع  

 

 

           
    

 

 

 يعه الاحتمالية المشتركة معطاة كما يلي: دالة توز متغير عشوائي  ليكن .7.4مثال 

     .إيجاد توزيع   

 

 

 في الجدول التالي:  ىمعط يع الاحتمالي المشترك للمتغير التوز 

 

 

 

 

 

 البعدين مستمر  ذو متغير عشوائي لدالة . 3.2.4

نحو  تطبيق من   دالة كثافته الاحتمالية المشتركة و عشوائي ذو البعدين مستمر،  متغيرليكن 

 .نعتبر المتغير العشوائي  

        متغير عشوائي منفصل لدينا:إذا كان •

 لدينا:  ستمرمتغير عشوائي مإذا كان •

تطبيق  المشتركة و  الاحتمالية تهدالة كثافذو البعدين مستمر،  عشوائي متغيرليكن . 3.4نظرية 

العشوائي .نعتبر    نحو من  أن كل و بحيث:  المتغير  نفترض 

، ، ، و أن المشتقات الجزئية  و لهما حلا وحيدا بحيث: و من  

 معطاة كما يلي:    عشوائيال للشعاعالمشتركة  الاحتمالية ةكثافالدالة معرفة و مستمرة فإن 

  بحيث:    
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 مصفوفة جاكوبي. هو محدد حيث 

 معطاة كما يلي:  عشوائي ذو البعدين مستمر،دالة كثافته الاحتمالية المشتركة متغير. ليكن 8.4مثال 

 

   بحيث: إيجاد توزيع  

 

 

    ،  ،

، 

  ان مستقلان بحيث:عشوائي  انمتغيرو  ليكن. 9.4مثال 

 .    إيجاد توزيع 

  

     

و

 

.و استنتاج توزيع  
 
         و

  

 

. التوزيع الاحتمالي لمجموع متغيران عشوائيان 3.4  

 . مجموع متغيران عشوائيان منفصلان 1.3.4

 معرف كما يلي:  ر متغيان منفصلان. التوزيع الاحتمالي للعشوائيران  متغيو ليكن 

 

 ستقلان لدينا: مو في حالة ما كان 
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   منفصلان غير سالبين فإن:متغيران عشوائيان و . إذا كان3.4ملاحظة 

                
 

 . مجموع متغيران عشوائيان مستمران 2.3.4

كثافة  لادالة    .للمتغير  كثافة الاحتمالية المشتركةلادالة    و  مستمرانان  عشوائيران  متغيوليكن.  4.4نظرية 

 كما يلي:  ةمعرف ي عشوائال رمتغيلل الاحتمالية

 

 ستقلان لدينا:موفي حالة ما كان 

 

 على التوالي. وهما دالتا الكثافة الحدية للمتغيرين العشوائيين   و حيث  

  . و  بحيث:نعتبر المتغير العشوائي  البرهان: 

معطاة كما يلي: لـكثافة الاحتمالية المشتركة لدالة ا
 

 

       بحيث:   

   
 هي: لـالحدية  كثافة الاحتماليةلومنه دالة ا

 
 

 معرفان كما يلي: متغيران عشوائيان و . ليكن{تزنةد م رن يت= }رمي قطع      .  10.4مثال 

 {.النتيجة العددية للنرد الثاني} = و { النتيجة العددية للنرد الأول} = 

             .  إيجاد توزيع

    

 لدينا:  مستقلين وبما أن  

  

 

 

 

  عشوائيان مستمران مستقلان بحيث:متغيران  و ليكن. 11.4مثال 

 . للمتغير العشوائي  كثافة الاحتمالية  لإيجاد دالة ا

 

 

 . مفهوم الاستقرار حسب الجمع وحسب المزج الخطي 4.4
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 لاستقرار . تعريف1.4.4

مستقر  . نقول أن التوزيع    متغيران عشوائيان معرفان على نفس الفضاء الاحتماليو ليكن 

 الجمع )بالنسبة لعملية المزج الخطي( إذا و فقط تحقق ما يلي:   بالنسبة لعملية

 
 

 . استقرار بعض التوزيعات الاحتمالية الشهيرة 2.4.4

 )توزيع ذو الحدين بالنسبة للجمعاستقرار (. 5.4نظرية  

 :  فإن  و  بحيث:  مستقلانمتغيران عشوائيان و ليكن 

 

    البرهان:

 

  

 :  فإن بحيث: مستقلةة عشوائيرات متغي ،....، عامة: ليكن بصفة  

 

   )توزيع بواسون بالنسبة للجمع استقرار (. 6.4نظرية  

عشوائيان  و ليكن  . :فإن  و    بحيث:   مستقلانمتغيران 

البرهان:

  

 فإن:  بحيث:  مستقلةمتغيرات عشوائية ،....، بصفة عامة: ليكن 

 

 

 

 

  )توزيع الطبيعي بالنسبة للمزج الخطيال استقرار).7.4نظرية  

 : فإن  وبحيث:  مستقلانمتغيران عشوائيان و ليكن 

 

  لدينا:   كان إذا

 على التوالي.  و ،دوال مولدة للعزوم للمتغيرات العشوائية و،لتكن  البرهان: 
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 :  فإن متغيرات عشوائية مستقلة بحيث:   ،،....بصفة عامة: ليكن 

 

 : فإن وبحيث: غير مستقلينو انعشوائيران المتغيال كان إذا. 4.4ملاحظة 

 

 فإن:   بحيث: ر مستقلةغي،...،ةعشوائيرات المتغي ال كانت إذا. 5.4ملاحظة 

 

 

 

   )بالنسبة للجمع توزيع استقرار (. 8.4نظرية  

  : فإن  و   بحيث:  ان مستقلانعشوائيران  متغيو ليكن 

 

 على التوالي. و ،دوال مولدة للعزوم للمتغيرات العشوائية  و،لتكن البرهان: 

 

 :  فإن بحيث:  ة مستقلةعشوائيرات متغي ،....، بصفة عامة: لتكن 

.
 

 

 

 

 

 . توزيعات شهيرة لدوال غير خطية 5.4

 مربع كاي  توزيع. 1.5.4

مستقلة  لتكن  عشوائية  العشوائي   بحيث:    ،...،  متغيرات  المتغير  فإن 

  .و نكتب  بدرجة حرية   مربع كاييتبع توزيع  
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دالة الكثافة الاحتمالية للمتغير
 

       معطاة كما يلي:

 

 

  مستقلة فإن      ،...،  متغيرات العشوائية الو  فإن   بما أن  

العشوائيةال توزيع        ،...،    متغيرات  و  بالتالي    مستقلة  و  للجمع  بالنسبة  لدينامستقر 

 

 .و  فإن : بحيث:   عشوائير متغي ليكن. 9.4نظرية  

     البرهان:
 

   

بحيث: ة مستقلةعشوائيرات  متغي  لتكن . 10.4نظرية  
 
 :  فإن 

 

 البرهان:
 
  

 :  فإن  بحيث: ة مستقلةعشوائيرات متغي  لتكن . 11.4نظرية  

 

    البرهان:

نستعمل الجدول الإحصائي الخاص  لتوزيع    لحساب الاحتمالات والأجزاء من الرتبة  .  5.4ملاحظة   

 أي: أو   بحيث:    بتوزيع 

 

 ،،  ،،،  . إيجاد القيم التالية:12.4مثال

  ،،، ، ، 

 . بحيث:   عشوائير  متغي ليكن .13.4مثال 

 .و  إيجاد الاحتمالات التالية:
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 . و 

  بحيث: إيجاد قيمة  

 

 ستيودنت   توزيع. 2.5.4

 فإن المتغير العشوائي   و  بحيث:    مستقلانمتغيران عشوائيان    و تعريف: لتكن ليكن 

الكثافة الاحتمالية للمتغير . دالة  و نكتب  بدرجة حرية    ستيودنتيتبع توزيع    
  

معطاة كما 

   يلي:

بحيث: عشوائير متغي ليكن. 12.4نظرية  

 

 .و فإن : 

 لدينا: متناظر بالنسبة للمستقيم   بما أن منحنى توزيع . 6.4ملاحظة 
 

 

نستعمل الجدول الإحصائي الخاص لتوزيع   لحساب الاحتمالات والأجزاء من الرتبة  .  7.4ملاحظة  

 أي : أو   بحيث:  بتوزيع 

 ،،  ،،، إيجاد القيم التالية:. 14.4مثال

،، ،،، 

 . متغير عشوائي بحيث:  ليكن. 15.4مثال

 .و  إيجاد الاحتمالات التالية:

 

 

 بحيث:إيجاد قيمة 
 

 
 

 

 

 

 

 فيشر  . توزيع 3.5.4
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متغيران عشوائيان مستقلان بحيث:  وليكن
 

يتبع توزيع    فإن المتغير العشوائي  و 

معطاة كما يلي: . دالة الكثافة لـ  و نكتب  وبدرجتي حرية   فيشر

 

 
 

نستعمل الجدول الإحصائي الخاص    لتوزيع   لحساب الاحتمالات والأجزاء من الرتبة  .  8.4ملاحظة   

 أي : أو   بحيث:  بتوزيع 

  لدينا:  إذا كان . 9.4ملاحظة 

إذا كان                    

 

  لدينا: 

، ،،، إيجاد القيم التالية:. 15.4مثال
،

. 

،،، ،
 ،

. 

 . متغير عشوائي  ليكن. 16.4 مثال

 .و التالية:الاحتمالات إيجاد  

  
   و

و إيجاد قيمة  
  

 .بحيث  و قيمة  بحيث  

 .  و   

 و توزيع . 6.4

  توزيع. 1.6.4

على  عشوائي  ات متغير    كن تل.  14.4نظرية   معرفة  مستمرة  الاحتمالي ة   الفضاء 

دالة  .ـالتوزيع التراكمي لدالة    و      ـالاحتمالية لالكثافة  دالة    لتكن   و لها نفس التوزيع. مستقلة

     معطاة كما يلي:   للمتغير العشوائيالاحتمالية  الكثافة 

 

  .ـدالة التوزيع التراكمي لالبرهان:لتكن  
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مستقلةعشوائي  ات متغير    كن تل  .17.4مثال   فإن:بحيث:    ة   . 
  

 

 توزيع. 2.6.4

مستمرة  عشوائي  ات متغير  كن تل  .15.4نظرية   على    ة  الاحتماليمعرفة   الفضاء 

التوزيع. مستقلة دالة   .ـدالة التوزيع التراكمي لو     ـالاحتمالية لالكثافة  دالة    لتكن   و لها نفس 

    معطاة كما يلي:   للمتغير العشوائيالاحتمالية  الكثافة 

 
 

  .دالة التوزيع التراكمي لـالبرهان:لتكن  

 

 

 

 

دالة الكثافة   ، فإنبحيث:    ة مستقلةعشوائي  ات متغير    كن تل.  18.4مثال  

  :هي للمتغير  الاحتمالية  

 

   

 

 

 

 

 

 

 

. التصرف الـتـقـاربي والـتـقـارب5  
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 . تعريف التقارب 1.5

 التقارب بالاحتمال  .1.1.5

متغير    و الفضاء الاحتمالي  ة معرفة على  عشوائي ال  اتمتغيرمتتالية من ال كنت ل

  ونكتب    تقارب بالاحتمال المتغير   . نقول أن  الفضاءمعرف على نفس    عشوائي 

 إذا وفقط إذا تحقق ما يلي:

 المستقلة بحيث:  ةعشوائيال ات متغيرمتتالية من ال كنتل. 1.5مثال 

  .نبين أن :و 

  لدينا: Tchebytchevحسب نظرية  

 

 )القانون الضعيف للأعداد الكبرى(  . 1.5نظرية  

 فإن:  و تباينه  مستقلة لها نفس التوزيع توقعه الرياضي متغيرات عشوائية متتالية من  لتكن

 

 .   نبين أن    .ة بحيث:عشوائيال ات متغيرمتتالية من اللتكن  .2.5مثال

لدينا: Tchebytchevحسب نظرية  
  

 

  لتوزيع . التقارب با2.1.5

متغير عشوائي  و متتالية من المتغيرات العشوائية معرفة على الفضاء الاحتمالي   لتكن

. نقول أن   ـدالة التوزيع التراكمي لو     ـدالة التوزيع التراكمي ل  معرف على نفس الفضاء. لتكن 

 تحقق ما يلي:    ـل إذا وفقط إذا عند كل نقطة استمرار ونكتب   تقارب بالتوزيع   

 
تقارب   . نقول أن   ـدالة المولدة للعزوم لال  و   ـدالة المولدة للعزوم لال   لتكن .  1.5ملاحظة  

إذا وفقط إذا تحقق ما يلي: بالتوزيع المتغير 

 

 

 

 

 

 بحيث: ةعشوائيال اتمتغيرمتتالية من ال كنتل .3.5مثال
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 .  حيث .نبين أن :  

 . ـدالة التوزيع التراكمي ل  لتكن 

)(حيث  0xF ـدالة التوزيع التراكمي لX. 

)(1كنتل .4.5مثال nnY 2بحيث: ةعشوائيال ات متغيرمتتالية من ال
(n)

      و    ~
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ZYنبين أن :
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n→  0(1, حيثN(~Z. 

)   لتكن ).
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nYMـالدالة المولدة للعزوم لnY 
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)حيث  )tMZ ـدالة التوزيع التراكمي لZ. 

 )نظرية النهاية المركزية(  .2.5  نظرية

كنتل nXXX ,...,, و 2و تباينه   مستقلة لها نفس التوزيع توقعه الرياضي ةعشوائي ات متغير nمتتالية من  21

n  :كبيرة بما فيه الكفاية فإن 
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)  البرهان: لتكن ).
nZM ـدالة المولدة للعزوم لالnZ 
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 .ـدالة التوزيع التراكمي ل حيث 

و تباينه   توقعه الرياضي  عشوائي  متغيرلمصنع مؤسسة ‘‘كندور‘‘ للتلفزيونات  نفترض أن الإنتاج اليومي    .5.5مثال

نحسب    .متوسط الإنتاج  الإنتاج الكلي و  يوم من أيام السنة. ليكن  .نختار بصفة عشوائية

 ما يلي:  

    :حسب نظرية النهاية المركزية لدينا

 

 توزيع ذو الحدين بالتوزيع الطبيعي قريب  . ت2.5

فإن المتغير   .العشوائية بحيث: متتالية من المتغيرات  لتكن   .3.5  نظرية 

 و لدينا:  يقارب التوزيع الطبيعي   العشوائي 

 

 و  بحيث: المستقلة البرهان: نعتبر المتغيرات العشوائية

حسب )نظرية النهاية المركزية( لدينا:

  
 

الحدين بالتوزيع  صغيرا جدا يكون تقريب التوزيع ذو كبيرة بما فيه الكفاية و  كلما كانت . 2.5 ملاحظة

 التطبيقات يمكننا استعمال القاعدة العملية الآتية:  يالطبيعي أحسن.ف

  لدينا: و  ،،  لتكن   

 التصحيح بالاستمرارية لحساب الاحتمالات نستعمل القاعدة التالية:  
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 . و  و :  بطريقتين الاحتمالات الاتية باحس ،  كنيل .6.5مثال 

 للتوزيع ذو الحدين   التراكمي :استعمال جدول التوزيع1طريقة ال
  

 

  

  : استعمال تقريب التوزيع ذو الحدين بالتوزيع الطبيعي2طريقةال 

 
  

 
 

 توزيع بواسون بالتوزيع الطبيعي قريب  . ت3.5

فإن المتغير  .متتالية من المتغيرات العشوائية بحيث:. لتكن 4.5  نظرية

 و لدينا:  يقارب التوزيع الطبيعي    العشوائي

 
 

 .الدالة المولدة للعزوم لـ و: لتكن  دالة المولدة للعزوم لـال   البرهان: لتكن

 

 

 ،  ـدالة التوزيع التراكمي ل حيث 

 يكون تقريب التوزيع ذو الحدين بالتوزيع الطبيعي أحسن.   كبيرة بما فيه الكفاية. كلما كانت 3.5 ملاحظة

 ( التصحيح بالاستمرارية)لحساب الاحتمالات نستعمل القاعدة التالية: 

 

 . و    و،  بطريقتين ، احسب كن يل .7.5مثال

 للتوزيع ذو الحدين   :استعمال جدول التوزيع التراكمي 1طريقة ال

،         

 

  استعمال تقريب توزيع بواسون بالتوزيع الطبيعي:: 2طريقةال 
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  تمارين مقترحة  

 بحيث:ليكن التطبيق وو   فضاء احتمالي بحيث    . ليكن 1.1

 .هو متغير عشوائي على الفضاء القابل للاحتمال .هل 

 ليس متغيرا عشوائيا ،،  / 1.1الحل

 معرف كما يلي:تطبيق  و بحيث  . نعتبر التجربة العشوائية 2.1

 ؟ متغير عشوائي على  هل.

  .هو متغير عشوائي على   ،  /2.1الحل

 : كما يلي ىمتغير عشوائي توزيعه الاحتمالي معطليكن . 3.1

 .و  بحيث  و  ،  .أوجد القيم  1

 .  لـ التوزيع التراكمي .أعط في جدول دالة 2

 .                    و  .احسب 3

 .لتوزيع  و المنوال   ، الوسيط  .أوجد الربيع الأول4

  .و  .احسب 5

 . 2                    ، و ، . 1    /3.1الحل

 .و  .  5،       ،   ، . 4 و .3

 :  شوائي الكثافة الاحتمالية لمتغير عدالة لتكن . 14.

  ..أوجد قيمة  1

 . لـ .حدد دالة التوزيع التراكمي2

  .                    و .احسب 3

 .لتوزيع  .أوجد المنوال  4

 .و  .احسب 5

 ، .4، .3، .2  ، .4.1/1الحل

5.    
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    :دالة معرفة كما يلي. لتكن 15.

  .دالة كثافة احتمالية للمتغير العشوائي التي تجعل من .أوجد قيمة  1

احسب الاحتمالات الآتية: .2
 
 .و 

                     .احسب  .3

 .لتوزيع  .أوجد المنوال  4

  . .4 ، .3، ، .2، .5.1/1الحل

 معطاة ما يلي:  متغير عشوائي و  ليكن  . 16.

 فعلا دالة كثافة احتمالية.   التي تجعل   .أوجد قيمة  1

 .لـ .أوجد دالة التوزيع التراكمي 2

 .،    ،  .احسب الاحتمالات الآتية : 3

 .ثم استنتج   الدالة المولدة للعزوم لـأوجد  .4

 .ل ـ .أوجد المنوال  5

.1  / 6.1الحل

 
  ،2 .

  
،  3 .  ،   ،     

4 .،،  5 .  .   

  دالة كثافته الاحتمالية معطاة كما يلي: مدة حياة مركبة إلكترونية في جهاز هي متغير عشوائي  .17.

 

 .حدد دالة التوزيع التراكمي لمدة حياة هذه المركبة الإلكترونية . 1

 .ما هو احتمال أن تفوق مدة حياة هذه المركبة الإلكترونية ثلاث سنوات.2

 ه المركبة الإلكترونية  ؟. ما هي المدة المتوسطة لحياة هذ 3

  . احسب الانحراف المعياري لمدة حياة هذه المركبة الإلكترونية. 4

 . 4  ،. 3  ،. 2  ، .1   /7.1الحل
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          توزيعه التراكمية معطاة في الجدول الآتي بحيث:  متغير عشوائي دالةليكن . 18.

 .قيمة . أوجد 1 

 . و   ، : الآتية  . احسب الاحتمالات 2

.ثم احسب . أعط في جدول التوزيع الاحتمالي لـ 3

. 

 .و الربيع الأول   . أوجد الوسيط  4

 .ثم استنتج   و  . احسب 5

 . 3،و  ، .  2،   .1  /18.الحل 

 . و  و  . 5.و  . 4  ،،

 متغير عشوائي  ليكن  .21.

 .احسب  إذا كان . 1

 .تصبح   لأي قيمة   .إذا كان 2

  .( ثم احسب ) أعط مجموعة تعريف .إذا كان 3

 .و   :احسب  .إذا كان 4

 . حدد قيمة الربيع الثالث .إذا كان  5

.3،    . 2   ، .1/ 1.2لحل ا
 
،
 
4. ،

 ،5.   

سؤال بحيث لكل سؤال جوابين)جواب صحيح و جواب خاطئ  يحتوي على يشارك طالب في امتحان  .  2.2

ما هو احتمال أن يتحصل هذا الطالب على   (.إذا افترضنا أن الطالب يجيب بطريقة عشوائية على الأسئلة.

 أجوبة صحيحة؟  الأقل على 

 ، / 2.2الحل

هذا الفحص وقد يفشل. إذا  للحصول على رخصة قيادة يتقدم المترشح أمام لجنة للفحص، فقد يجتاز  .  3.2

 . علمت أن احتمال أن يجتاز مترشح الفحص في كل مرة هو  

  .ما هو احتمال أن يجتاز مترشح ما  فحص القيادة في المرة الثالثة ؟ 1

 .ما هو احتمال أن يجتاز مترشح ما  فحص القيادة قبل المرة الرابعة ؟2

 .  .2  ،،   .1 /3.2الحل

 .يتبع التوزيع الطبيعي  اعشوائي  امتغير ليكن   .4.2

 . وثم احسب .   أن:بين  و   . إذا  1

 .و  , احسب: و  .إذا 2

 . و  بحيث:   و  .أوجد  3

 . ، ،. 1/  4.2الحل

2. ،،  3.    . 

X
1,0)3( =XP

q

)2( XP)0( =XP)32( − XP

X

( )
2

2


−
X

XP

eM1Q

( )XE( )2XE( )32 −XV

3,0=q4,0)2( =XP3,0)0( ==XP4,0)32( =− XP

( ) 1
2

2 =


−
X

XP0=eM21 −=Q( ) 1,1=XE5,5)( 2 =XE( ) 16,1732 =−XV

X

p) B(~X)( 2XE

p)  B(20,~Xp4)( =XE

)H(50,10,15~XX
XRx)P(X, = XRx

N(0,1)~X0)P(X 0)XP(-2 

0,4)2,N(~ == X3Q

pXE =)( 2

5

1
=p

 
10
50

10
3515)P(X  ;  10,..,1,0

C

CC
xXRx

xx −

===0,50)P(X =

  47725,00)XP(-2 =
27,23 =Q

20

13










2

1
  20,B~X

0,90988)341,P(X)31P(X =

7,0

( )7  0,G~X
0,063  )7,0()3,0()3( 2 ===XP

973,07,021,0063,0)()4(
3

1

=++= ==
=x

xXPXP

X),N(~ X

0=1=)()( aXPaXP =−
)65,06,0(  XP)061,1( − XP

2−=2=)2( XP)11( − XP

9,0)89( =XP95,0)94( =XP

)()()()()( aXPdxxfdxxfdxxfaXP
a

a

a
  ==− ==−

−

−

+−

−

0164,0)65,06,0( = XP4463,0)061,1( =− XP

97725,0)2( =XP
24173,0)11( =− XP9,10 , 76 == 

       

       

      
      

[,4[ +[4,3[[3,2[[2,0[[0,2[−[2,] −−x

1q+6,06,05,02,00)(xF

43202−x

1,03,01,03,02,0)(xP



 
61 

 

أطفال   حسب الإحصائيات الديمغرافية فإن متوسط عدد الأطفال الذكور في العائلات المتكونة من .  5.2

أطفال. ليكن  )طفل(. نختار بطريقة عشوائية عائلة واحدة من بين العائلات المتكونة من   هو مقدر بـ 

 يمثل عدد الأطفال الذكور في العائلة.  اعشوائي امتغير 

 ؟.ما هو توزيع 1

 .ما هو احتمال أن تحتوي العائلة على طفل ذكر واحد؟ 2

 العائلة من أطفال كلهم من نفس الجنس؟ .ما هو احتمال أن تتكون 3

 .ما هو احتمال أن يفوق عدد الذكور في العائلة عدد الإناث؟4

 . .4، .3،  .2،.  1  /25.الحل

 متغيران عشوائيان.  و . نرمي قطعتي نرد متزنتين دفعة واحدة. ليكن 1.3

 العددية الأصغر المتحصل عليها{. = } النتيجة = } النتيجة العددية الأكبر المتحصل عليها{ و  

 .. أوجد التوزيع الاحتمالي المشترك للمتغير 1

 . و . احسب 2

 مستقلان؟  و المتغيران هل .3

على    للنردين يمثلان النتيجة العددية و حيث ونضع  . 1 /1.3الحل

.2،  التوالي.
 
،

 
 غير مستقلين.  و  .3،

وليكن   .كريات زرقاءكريات خضراء وكريات بيضاء،كريات من كيس يحتوي على . نسحب 2.3

 متغيران عشوائيان. 

 } عدد الكريات الخضراء المسحوبة {.=  } عدد الكريات البيضاء المسحوبة {   و   = 

 .. أوجد التوزيع الاحتمالي المشترك للمتغير 1

 .حدد التوزيع الاحتمالي الحدي لـ  .2

 .  علما  الاحتمالي الشرطي لـ.حدد التوزيع 3

 مستقلان؟ و المتغيران.هل 4

 .2، .1  /2.3الحل

 غير مستقلين.  و   .4، .3،

المشتركة  ليكن    .3.3 الاحتمالية  توزيعه  دالة  عشوائي  متغير 

 معطاة كما يلي: 

 مستقلان؟ و . هل احسب معامل الارتباط الخطي 

 ،  ،   /3.3الحل

 ، 
 
 . غير مستقلين و  ، 

5
4,25

X

X

( )0,48 ; 5B~X175,0)1( ==XP( ) 063,0)5()0( === XXP1925,0)3( =XP

XY

XY

),( YX

)5,2 ; 2(F)4 ; 2,3(  YXP

XY

),max( 21 RRX =),min( 21 RRY =1R2R

















=



===

ji

ji

ji

ji

yx

yx

yx

yYxXP

        
36

2

        
36

1

        0

) , (
9

1
)5,2 ; 2( =F

4

1
)4 ; 2,3( = YXPXY

3345X

Y

X
Y

),( YX

X

Y0=X

XY

 
12
3

5
3

43

2 ),(   ; 3,2,1,0),(
C

CCC
yYxXPyx

yxyx −−
===  ===

=
−−

3

0

5
3

43

220

1
) (   , 3,2,1,0

y
yxyxX CCCxXPRx

 
840

   ,3,2,1,0

5
3

4
yy

Y

CC

X
yY

PRy
−

=







=

=
= )0(  )0()0,0(  ==== YPXPYXPXY

),( YX

),( YXr
XY

144

35
)()( == YVXV

12

5
)()( −== YEXE

6

1
)( =XYE

144

1
),( −=YXCov

35

1
),( −=YXr0  ),(  YXr

XY

             

 
   

 
  

 

001−

0

4

1

6

11−

0

3

1

4

10

X 

 

Y 



 
62 

 

دالة كثافته الاحتمالية المشتركة:   متغير عشوائي و  ليكن .4.3

 
 .     . استنتج طبيعة ومعالم توزيع المتغير  و   .عين دالتي الكثافة الحدية  1

 .      للزوج.عين دالة التوزيع التراكمي المشتركة  2

 .  و   . احسب الاحتمالات التالية:3

    مستقلان؟ و . هل المتغيران . اوجد 4

.2 ،،. 1/ 4.3الحل 

 3.، 4.
 

 ،

 غير مستقلين.  و 

 متغير عشوائي دالة كثافته الاحتمالية المشتركة:   ليكن . 5.3

 .قيمة أوجد  .1

 .   لـ    . عين دالة التوزيع التراكمي المشتركة2

 .             ل ـ و دالة الكثافة الحدية  لـ . عين دالة الكثافة الحدية  3

 .،،  .احسب الاحتمالات التالية :4

  ،،.  3 ،.2،  .1/     5.3الحل

4.  ،،. 

  دالة كثافته الاحتمالية المشتركة: متغير عشوائي ذو البعدين و ليكن  .36.

 

 . .أوجد قيمة الثابت  1

 .ل ـ و  لـ . عين دالتا الكثافة الحدية  2

 . و ،ثم استنتج علماحدد دالة الكثافة الشرطية لـ. 3

 .حسب ا.4
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،   ، .3،، .2، .36/1.الحل

، ، 4.  . 

دالة كثافته الاحتمالية المشتركة: متغير عشوائي ذو البعدين و ليكن  .37.

  

  

  
 

    . و ،والمعرف بالنقاط هي جميع النقاط المحتوية في المثلث  حيث 

 .  .أوجد قيمة 1

 .ل ـ و  لـ عين دالتا الكثافة الحدية  . 2

 .عِلْما أن الكثافة الشرطية لـو دالة عِلْما أن  . عيين دالة الكثافة الشرطية لـ3

، .3، ،  .2، .1 /37.الحل

.

 

 

  دالة كثافته الاحتمالية المشتركة:متغير عشوائي ذو البعدين و ليكن  .38.

 

 .. أوجد قيمة الثابت 1

 و دالتا التوزيع التراكمي لكل من   استنتج ثمللزوجعين دالة التوزيع التراكمي المشتركة . 2

 .،   ،  ، :حسب الاحتمالات التالية ا. 3

 .ل ـ و  لـ . عين دالتا الكثافة الحدية  4

 .استنتج ؟ما هي طبيعة هذا التوزيع . .حدد دالة الكثافة الشرطية5

 مستقلان؟ وهل  . احسب . 6

،، .2، .1    /8.3الحل

،3.  ،   ،

،4. ،،5. 

 غير مستقلين.  و ،  .  6 ،،،

دالة كثافته الاحتمالية المشتركة:   متغير عشوائي ذو البعدين و  كن .لي39.

 

 .. أوجد قيمة الثابت 1

ثم استنتج دالتا التوزيع التراكمي لكل من ثم استنتج   ـلين دالة التوزيع التراكمي المشتركة ع. 2
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 .،   ،  ، .احسب الاحتمالات الآتية:. 3

ما هي طبيعة توزيع المتغير . لـو دالة الكثافة الحدية  ل ـين دالة الكثافة الحدية  ع. 4

 ؟العشوائي 

           .ما هي طبيعة هذا التوزيع؟ حدد دالة الكثافة الشرطية  .5

،، .2، .39/1.الحل

،3. ،  ،  

 ، ،4 . ،

،، 5. 
 
 ،. 

عشوائي دالة كثافته الاحتمالية المشتركة معطاة كما يلي: زوجليكن  .301.

 

 . 

 .. أوجد قيمة الثابت 1

 ؟ ما هي طبيعة توزيع المتغير  .لـو دالة الكثافة الحدية  لـحدد دالة الكثافة الحدية  . 2

 .استنتج   .ما هي طبيعة هذا التوزيع؟  حدد دالة الكثافة الشرطية. 3

 .و   :يلي ام احسب . 4

 .احسب   .5

 .3،،،،  .2، .1/ 301.الحل
 
،

  ،4 .،، 5.
 
.         

ات  يكر بيضاء. نسحب بالإعادة  واحدة يةخضراء وكرات يكر ات حمراء،يكر  علىيحتوي وعاء  .311.

 ، ات الحمراء المسحوبة {ي}عدد الكر=  بحيث: و    ،الآتية  من الوعاء. نعرف المتغيرات العشوائية

ات الحمراء البيضاء المسحوبة {. احسب احتمال أن ي }عدد الكر=  و  ات الخضراء المسحوبة {ي}عدد الكر=

 ة بيضاء.  يات خضراء وكريكر حمراء،  يةنسحب كر

، ،يتبع توزيع ثلاثي الحدود   الشعاع العشوائي/  311.الحل  

.  
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  و    حيث   ليكن  .321.

. و ،،.احسب 1
 .و  لكل منو    الكثافة الاحتمالية المشتركة يأوجد دالت.2 

 مستقلان؟   وهل   .3

، .2،،،، .  1/ 321.الحل

 . مستقلينغير  و،

 متغير عشوائي ذو البعدين دالة كثافته الاحتمالية المشتركة معطاة كما يلي: ليكن  .331.

 

 .ل ـ. أوجد دالة الكثافة الاحتمالية الحدية  1

 .ل ـ. أوجد دالة الكثافة الاحتمالية الحدية  2

 مستقلان ؟ و. هل  3

 ؟ ما هي طبيعة توزيع الزوج العشوائي . 4

غير   و  .3، .2،  .1/ 331.الحل 

 .،  .4، مستقلين

 .أوجد توزيع    متغير عشوائي منفصل بحيث :  . ليكن 1.4

   /1.4الحل

 .أوجد توزيع   متغير عشوائي بحيث:   ليكن  .2.4

  /2.4الحل

 .  معطاة كما يلي: متغير عشوائي دالة كثافته الاحتمالية. ليكن 43.

 .المتغيرأوجد طبيعة توزيع . 1

 .ما هي طبيعة توزيع   .  متغيران عشوائيان مستقلان بحيث:و ليكن  .2

 ؟الشرطي  . ما هي طبيعة توزيع المتغير3

 مستقلان؟ و هل  . . احسب 4

 . نلي مستقغير  و ،  .4،  .3، .2، .1 /3.4الحل

 . وتوزيع   . أوجد توزيع متغير عشوائي مستمر بحيث ليكن   .4.4

 .،/ 4.4الحل
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   .أوجد توزيع . :   معطاة كما يلي متغير عشوائي دالة كثافته الاحتماليةليكن   .5.4

                  / 5.4الحل

معطاة كما يلي: متغير عشوائي دالة كثافته الاحتمالية ليكن  .6.4
 
أوجد توزيع . 

. 

 ./ 6.4الحل  

 دالة الكثافة المشتركةأوجد  .  بحيث:متغيران عشوائيان مستقلان  و ليكن .47.

    .للمتغير .ثم استنتج دالة الكثافة الاحتمالية   للمتغير

   /47.الحل 

 

  ، 

  عشوائي دالة كثافته الاحتمالية المشتركة معطاة كما يلي: متغيرليكن . 48.
 

 

 .. أوجد توزيع 1

 .و  لـو التوزيعات الشرطية  و استنتج التوزيعات الحدية لـ .2

 ..احسب 3

،،  .2، .1  /48.الحل 

،،3. . 

   . متغيران عشوائيان مستقلان بحيث:و ليكن  .49.
 . ثم استنتج التوزيع الحدي لـ  أوجد توزيع . 1

 . ثم استنتج التوزيع الحدي لـ  . أوجد توزيع 2

 . ثم استنتج التوزيع الحدي لـ  توزيع . أوجد 3

 

.  49/1.الحل
  
،      ،. 

2.
 
،   ،     3 .، 
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المشتركة:    متغيرليكن  .401. الاحتمالية  كثافته  ،دالة  البعدين  ذو  عشوائي 

 
 

 .ثم استنتج توزيع للزوج أوجد دالة الكثافة المشتركة

   /401.الحل
  
،   .

 

معطاة كما يلي: عشوائي ذو البعدين دالة كثافته الاحتمالية المشتركة متغيرليكن  .411.

 
دالة الكثافة الاحتمالية   أوجد . و  بحيث  ليكن الزوج  و  

 .ثم استنتج طبيعة ومعالم توزيع المتغير المشتركة 

 

/411.الحل

 

،   ،. 

  . عشوائي دالة كثافته الاحتمالية معطاة كما يلي: متغيرليكن  .421.

 .. أوجد طبيعة ومعالم توزيع المتغير العشوائي 1

متغير  الاحتمالي للتوزيع الحدد  .   متغيران عشوائيان مستقلان بحيث:و ليكن . 2

 .العشوائي 

 .. أوجد توزيع المتغير 3

 .  .3، .2، .1  /421.الحل

 . و  بحيث:و .أوجد  ليكن. 431.

    /431.الحل

 التالية:  ، ،،،المتغيرات العشوائية المستقلة . لتكن 4.14

 ،  ، ، ، . 

 . ،. احسب  1

 .،،،. احسب الاحتمالات التالية: 2

 .و بحيث:    و   . أوجد القيم 3

،،.  2   ،،.  1  /4.14الحل 

، ،   3  . ،   . 
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 .و التوزيع الطبيعي بالمعلمتين متغيرات عشوائية مستقلة تتبع ،،،. لتكن  4.15 

 .،،، . أوجد توزيع و معالم المتغيرات العشوائية الآتية:1

 .،،،. احسب الاحتمالات التالية: 2

، ،،.2 ،،،،  .1/ 4.15الحل

. 

 متغيرات عشوائية مستقلة بحيث : ،،،،. لتكن 4.16

 ، ،،،. 

 . ،،. أوجد الاحتمالات التالية:  1

 .و  ،     بحيث:  و ،  . أوجد القيم 2

 . أوجد توزيع و معالم المتغيرات العشوائية الآتية: 3 

 ، ،،،. 

و  . أوجد توزيع و معالم  متغيران عشوائيان مستقلان لهما نفس توزيع  ليكن  .4

 ؟مستقلان؟ ما هو توزيع   و  . هل . أوجد 

 ، ، ،   .2  ، ،،  .1/ 4.16الحل

 و   ، ،   ، .4،  ، ،،، .3

 .مستقلان ،

 مستقلة لها نفس التوزيع توقعه الرياضي  متغيرات عشوائيةمتتالية من ،،، لتكن   .1.5

 . النتيجتين:احسب الاحتمال الآتي بطريقتين مختلفتين ثم قارن بين  .تباينه   و

 .. نظرية النهاية المركزية . نظرية   /1.5الحل 

 .متغيرات عشوائية مستقلة بحيث  ،،، . لتكن  52.

  .. ما هو توزيع  1

 . و  بالتقريب حسب ا أذا كان . 2

 .تقارب بالاحتمال  . برهن أن . ليكن المتغير العشوائي 3

.3،،، .2، .5.2/1الحل

. 
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 .متغيرات عشوائية مستقلة بحيث ،،،  لتكن. 53.

 .تقارب بالاحتمال .برهن أن 1

 .احسب  ،إذا كان .2

 .احسب ، إذا كان. 3

.5.3/1الحل

 

  ،2.  ،3.  . 

 . احسب الاحتمالات التالية باستعمال التوزيع الحقيقي أو التوزيع التقاربي.كن يل .54. 

 .إذا كان . احسب 1

 . إذا كانو  . احسب 2

 . بحيث  .حدد قيمة المعلمة3

                                . .3 ،  ،    .2  .5.4/1الحل

 . . ليكن 55.

 . و ،  المناسب لحسب الاحتمالات التالية  استعمل التوزيع . 1

 . بحيث .حدد قيمة المعلمة2

 .    .2،  ، ،   .5.5/1الحل

 .و مستقلة تتبع نفس التوزيع بحيث متغيرات عشوائية ،،، . لتكن  56.

 . على الأكثر و يكون الفرق بين  أناحسب احتمال  إذا كان  .1

 .أكبر من  يكون   احسب احتمال أن . إذا كان 2

 .    .2،   .5.6/1الحل

 

.و متغيرات عشوائية مستقلة تتبع التوزيع الطبيعي بالمعلمتين ،    ،،، لتكن  . 57. 

،،   لات الآتية: حتمالااحسب ا .و 

. 

  .، ،    /5.7الحل

.و متغيرات عشوائية مستقلة تتبع التوزيع الطبيعي بالمعلمتين  ،،، . لتكن  58.

 . و 

 .ثم حدد و . احسب 1

 .يكون  بحيث  . حدد قيمة 2

.نعتبر المتغير العشوائي 3
 

 .، احسب الذي يمثل عدد العناصر أو الأفراد بحيث 

   . .3، .2،،،  .1 /5.8الحل
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